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第1章 序論

1.1 本研究の背景
今日，私たちの身の回りに存在する多種多様な製品は様々な化学物質を含む材料

により構成されている．製品の性能や安全性，製造のためのコストなどは材料の化
学物質の性質に左右される．化学物質の性質はそれを構成する分子の性質，構造，
含有量に依存するため，化学物質中に含まれる分子を分析する技術が必要不可欠と
なっている．分子を分析する技術はいくつか存在するが，その一つに原子核と電磁
波が相互作用する核磁気共鳴現象と呼ばれる物理現象を利用して分子構造を推定
する核磁気共鳴分光法（NMR分光法，nuclear magnetic resonance spectroscopy）
がある [1, 2, 3]．NMR分光法は静磁場中に置いた測定対象から核磁気共鳴現象に
よって測定される電磁波のスペクトルから分子構造の同定を行う手法であり，対象
を破壊することなく分析が可能な手法となっている．このとき観測される電磁波
は FID(Free induction decay)信号と呼ばれる信号で，減衰する正弦波の線形和に
よりモデル化される．一般的に，一度のNMR分光法により測定される FID信号
のスペクトル情報だけでは複雑な分子構造を持つ化合物の分析が難しいため，測
定時のパラメータを変えて行ったNMR分光法により得られる複数の FID信号を
用いて分析を行う多次元NMRと呼ばれる分析手法がある [4, 5, 6]．多次元NMR

では，測定したい分子の特徴に合わせていくつかの手法が提案されているが，中
でも分子の拡散特性の解析に焦点を当てた分析法としてDOSY（Diffusion ordered

2D NMR spectroscopy）が知られている [7, 8, 9, 10, 11]．
DOSYでは，測定時に印加する磁場として静磁場と空間的に強度が線形で変化

する勾配磁場を用いる PGSE(Pulsed gradient spin echo)-NMRと呼ばれる NMR

測定法 [8]により FID信号を測定する．このとき，測定対象中に含まれる分子の
自由拡散に応じて観測される FID信号のスペクトルの強度が変化する．分子の拡
散の程度は拡散係数と呼ばれる物理量により決まるため，FID信号のエネルギー
の変化から拡散係数を分子の拡散特性を分析することができる．また，拡散係数
が違う分子では FID信号のスペクトルの強度の変化量が異なるため，これを利用
して測定対象中に含まれる分子ごとに固有の FID信号成分を信号処理的に分離を
行うことにより，個々の分子の構造解析が行われる．文献 [9]によれば，測定対象
中に含まれる分子種の数および性質によって分子固有のスペクトルデータと強度
変化曲線データの推定方法が変わると述べられている．分子種の数が少ない場合
もしくは試料中での拡散が自由な混合物を測定対象とする場合には，固有のスペ
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クトルデータと強度変化曲線データを分子ごとに推定を行う．一方で，分子種の
数が極端に多い場合もしくは分子のサイズが極端に異なるポリマーなどを測定対
象とする場合には，周波数の軸と拡散係数の軸を持つ二次元データとして推定を
行う．前述の測定対象を単分散系，後述の測定対象を多分散系と呼ぶ．本論文で
は，単分散系の場合を考える．したがって，本論文において扱う分子ごとの拡散
係数の推定とFID信号の固有成分の分離は，測定した複数のFID信号のスペクト
ルデータ集合から分子固有のスペクトルデータとスペクトルの強度変化を表す曲
線データを推定することで行われる．このとき，測定したスペクトルデータを行
ベクトルとする行列Yを考えると，分子ごとの固有のスペクトルデータを列ベク
トルとする行列 S，スペクトルの強度変化曲線のデータを列ベクトルとする行列
C，測定時の雑音を表す行列をVとすれば

Y = CST +V (1.1)

と表すことができる [12, 13, 14, 15, 16]．従って，測定したスペクトルデータの集
合から分子固有のスペクトルデータとスペクトルの強度変化を表す曲線データを
推定する問題は，行列Yから行列CとSを分離する行列分解問題として定式化さ
れる．この行列分解問題を解くアルゴリズムは繰り返し最適化に基づいて近似解
を求める手法 [12, 13, 14, 18, 19, 20]と適当な方程式を直接的に解くことで推定解
を求める手法 [16, 17]に大別される．なお，多分散系の場合に使用される推定アル
ゴリズム [21, 22, 23, 24]などを用いることで，単分散系の場合の推定を行うこと
が可能であるが，本論文ではこれらについては扱わない．
繰り返し最適化を基礎とした手法では最適化問題

min
C,S

||Y−CST||F (1.2)

を解くことでCとSの推定を行う．この手法では，一方を定数として他方を適当な
制約の元で勾配法といった繰り返し最適化手法を用いて解くことでCと Sの近似
解を求める手法である．得られた近似解は制約条件を満たす行列の中でYとCST

の誤差を最小化する解となるため雑音などに強く高精度な推定解を得ることが出
来る．しかしながら，推定のためにCと Sの初期値が必要であり，不適切な初期
値を使用した場合には推定精度が悪化してしまう．また，解を繰り返し更新する
ことで推定を行うため，処理に要する時間長くなる欠点を有する．
方程式を直接的に解く手法は観測信号の数理モデルから導かれる方程式を直接

的に解くことで推定を行う手法であり，雑音が十分に小さい場合には高精度な推
定解を得ることが可能である．また，この手法では固有値分解や特異値分解と行
列演算のみを利用して解を求めるため，初期値を必要としない利点を有する．し
かしながら，観測信号が厳密に数理モデルに従うという仮定の下で推定を行うた
め，雑音や磁場の不均一性などの要因により観測信号が数理モデルから逸脱した
場合には推定精度が大きく悪化してしまう．
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核磁気共鳴現象によって原子核から放出される FID信号のエネルギーは小さい
ことから，NMR分光法では十分な強度の信号を得るために複数回の測定が必要と
なる．また，測定を繰り返し行うためには，FID信号の観測のための核磁気共鳴現
象を起こした後に原子核が定常状態へと戻るための時間を設ける必要となる．こ
れらの要因による分析に要する時間の増加は，さらなる高分解能での分析や高次
元 NMRなどを行う上で問題となる．さらに，高分解能測定によるデータ量の増
加は，単純に分析のための処理時間の増加も引き起こしてしまう．これらの分析
に要する時間の増加に対する解決策がいくつか提案されている [25, 26, 27, 28]．こ
れらは主に測定に要する時間を短縮するための手法であり，データの処理そのも
のに対する高速化は著者が知る限りでは行われていない．しかしながら，分子分
析技術のさらなる高機能化の要求に応じていくためには，データ処理の観点から
の高速化が必要不可欠である．これらの理由により，本研究ではDOSYの行列分
解問題を高速に解く手法の構築を行う．

1.2 本研究の目的
本研究では，高速な行列分解法を構築するために前節における方程式を直接的

に解く手法に着目した．さらなる処理時間の高速化のために，方程式を直接的に
解く手法として有名なDECRA[16]の手法を基礎として，DECRAの処理時間の大
半を占める特異値分解処理を用いずに行列分解を行う手法の提案を行う．これは，
観測信号の数理モデルの差分方程式を利用することで，観測信号を小さいサイズ
の行列に変形し固有値分解処理を行うことで達成した．
また，ここで提案した新しい高速行列分解手法の行列分解精度の向上にも取り

組んだ．提案した新しい高速行列分解手法は，DECRAと同じく方程式を直接的
に解く手法であるため，磁場の不均一性などによる観測信号の歪みにより行列分
解精度の悪化が生じる．本論文の後半では，観測信号の歪みとして，測定した複
数の FID信号のスペクトルの平行移動歪みと磁場の不均一性による強度変化曲線
の歪みの二つの歪みに対する対処法を提案する．スペクトルの平行移動歪みに対
しては，前処理として自動的に歪みを補正する手法を提案し，前段落で提案した
高速行列分解手法と組み合わせることで高精度な行列分解を実現する．磁場の不
均一性による歪みに対しては，文献 [10, 20]などで提案された歪みを考慮した信号
モデルを，前段落で提案した高速行列分解手法に組み込んだ．このとき，歪みを
考慮した場合の微分方程式をマクローリン近似と一次関数近似により近似的に解
くことで，高速性と分解精度の両立を実現した．
本研究で提案した手法の関係性を図 1.1に示す．
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図 1.1: 提案手法の関係性

5



第2章 DOSY

本章では，まずDOSYの原理の説明のためにNMR分光法によるFID信号の測定
[1, 2]，スピンエコー法 [3]，PGSE-NMR[8]について述べる．続いて，PGSE-NMR

により観測されるDOSYデータの数理モデルの導出とデータ処理の目的について
述べ，それが行列分解問題として定式化されることを示す．最後に，DOSYのた
めの行列分解手法として有名な DECRA[16]とMCR[13, 15]のアルゴリズムとそ
の利点及び欠点について簡単に述べる．

2.1 NMR分光法 [1, 2]

NMR分光法は，静磁場と原子核の相互作用である核磁気共鳴現象により観測さ
れる電磁波から分子の構造を推定する手法である．本節では，NMR分光法の原理
である核磁気共鳴現象と FID信号について述べる．

2.1.1 核磁気共鳴現象

特定の原子核，例えば水素原子 1Hや炭素原子 12Cなどは磁気モーメントと呼ば
れる微小な磁気成分を持っており，外部の磁場と相互作用を起こす．適当に定め
た三次元空間中の軸をそれぞれ x，y，zと置いたとき，磁気モーメントは三次元
ベクトルとして表される．ここで，測定対象の試料中に含まれる条件が同じ原子
核の磁気モーメントの和をM(t) = [ Mx(t) My(t) Mz(t) ]Tと表し，外部磁場を
B = [ Bx By Bz ]Tと表すと，磁気モーメントの和と外部磁場の関係は微分方
程式

d

dt
M(t) = γM(t)×B− 1

T2

 Mx(t)

My(t)

0

− 1

T1

 0

0

Mz(t)−M0

 (2.1)

により表される [2]．ただし，γは磁気回転比と呼ばれる原子核固有の物理量，M0

は熱平衡状態における磁気モーメントの大きさを表している．また，T1と T2は磁
気モーメントが熱平衡状態へと移行する機構を表す量であり，それぞれ縦緩和時
間と横緩和時間と呼ばれる．
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z

0
, y0

図 2.1: 縦緩和の概略図

外部磁場が z軸方向のみに大きさをもつ静磁場，すなわちB = [ 0 0 B0 ]Tと
したとき，磁気モーメントが時刻 t = 0における初期状態がM(0) = [ M0 0 0 ]T

だとすると，(2.1)の解M(t)は

Mx(t) =M0e
− 1

T2
t
cos(γB0t) (2.2)

My(t) = −M0e
− 1

T2
t
sin(γB0t) (2.3)

Mz(t) =M0(1− e
− 1

T1
t
) (2.4)

となる．ここで，Mz(t)を縦緩和，MxとMyを横緩和，γB0を共鳴周波数または
ラーモア周波数と呼ぶ．縦緩和，および横緩和は磁気モーメントが熱平衡状態へ
と移る過程を表している．縦緩和は x− y軸平面に存在する磁気モーメントが縦緩
和時間に従って z軸方向に移動する過程を表している．このときの，磁気モーメ
ントの縦緩和について y軸方向から見た場合の概略図を図 2.1に示す．横緩和は x

軸方向を向いている磁気モーメントがラーモア周波数と横緩和時間に従って回転
しつつ減衰する過程を表している．横緩和について z軸方向から見た場合の概略
図を図 2.2に示す．ただし，図には同じ条件の原子核の磁気モーメント全体の動き
と個々の原子核の磁気モーメントごとに見た場合の動きを記載している．図中の
(a)は磁気モーメント全体の動きを表している．x軸方向を向いている磁気モーメ
ントはラーモア周波数で x − y平面上を回転しながら，横緩和時間に従って大き
さが 0へと減衰する．図中の (b)は同じ動きを個々の原子核の磁気モーメントの動
きを表している．初期状態では，個々の磁気モーメントは x軸方向に向いている
が，磁気モーメントごとのラーモア周波数の違いにより向きが徐々にずれていく．
この結果，磁気モーメント全体で見た場合には強度が減衰していくように見える．
磁気モーメントのラーモア周波数に違いが現れる理由としては，個々の原子核が
感じる磁場が分子構造によって変化することと静磁場強度の空間的なゆらぎが原
因である．
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0

0

図 2.2: 横緩和の概略図

2.1.2 FID信号

前小節において磁気モーメントは分子構造によりラーモア周波数の違いが表れ
ることを述べた．NMR分光法ではこのラーモア周波数の違いから分子構造の推定
を行うため，磁気モーメントのMx(t)成分とMy(t)成分をコイルによって測定す
る．測定した信号は FID（free induction decay）信号と呼ばれ，Mx(t)成分を実
部，My(t)成分を虚部にもつ複素数信号として表される．(2.2)と (2.3)より，ある
磁気モーメントに対応する FID信号は

sx,y(t) =M0e
− 1

T2
t
eγB0t (2.5)

と表される．試料中には分子構造に依存したラーモア周波数を持つ磁気モーメン
トが複数存在するため，コイルにより観測される FID信号はそれぞれの磁気モー
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メントに対応する (2.5)の線形和

sL(t) =
P∑

p=1

Ape
−σptej2π(fL+fp)t (2.6)

と表される．ただし，P は観測される信号成分，Ap，σpはそれぞれ個々の信号成
分の振幅，横緩和時間の逆数（半値半幅），fL = γB0/2π，fpはラーモア周波数か
ら個々の成分の周波数の差を表している．ここで，分子構造の推定に必要なのは
ラーモア周波数からのずれ fpであるため，観測したFID信号 sLは fLが 0Hzとな
るように変調される．したがって，観測される FID信号は

s(t) =
P∑

p=1

Ape
−σptej2πpt (2.7)

と表される．
ここで，振幅Apは磁気モーメントの x− y平面上の位相角の情報を含んでおり，

一般的には複素数値となる．しかしながら，NMR分光法では分子構造の推定の前
処理として，測定した FID信号の振幅 Apから位相の影響を除去する処理を行う
ため，本研究ではApは実数値であるものとする．

2.1.3 磁気モーメントの励起

FID 信号を測定するためには，試料中の磁気モーメントを初期状態M(0) =

[ M0 0 0 ]T に励起しなければならない．静磁場中に置かれた磁気モーメント
はしばらくすると熱平衡状態へと移行してしまうため，測定の際に磁気モーメン
トが x軸方向を向くように操作する必要がある．x軸方向を向く磁気モーメントを
作り出す効率的な方法として，ラーモア周波数で振動する電磁波パルスを用いる
ことで熱平衡状態の磁気モーメントを x− y平面へと傾ける方法が知られている．
この電磁波パルスは，熱平衡状態にある磁気モーメントを x− y平面へと 90◦傾け
ることから 90◦パルスと呼ばれる．
NMR分光法におけるFID信号測定までの一連の流れを以下のリストと図 2.3に

示す．

1. 試料を静磁場中に置く

2. 熱平衡状態となった試料に 90◦パルスを照射する

3. 励起した磁気モーメントの横緩和をコイルで測定し FID信号を得る
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FID
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図 2.3: FID信号の測定

2.1.4 NMRスペクトル解析

こうして測定したFID信号から分子構造の推定が行われる．一般的には，FID信
号をフーリエ変換したスペクトルの実部の形状から分子構造決定に用いるP，Ap，
σp，fpの値を推定する．(2.7)をフーリエ変換して得られるスペクトルは

S(f) =
P∑

p=1

Ap

σp + j2π(f − fp)

=
P∑

p=1

Apσp
σ2
p + 4π2(f − fp)2

+ j

P∑
p=1

2πAp(f − fp)

σ2
p + 4π2(f − fp)2

(2.8)

と表される．スペクトルの実部に着目するとコーシー‐ローレンツ関数の線形和
となっており，コーシー‐ローレンツ関数の数，ピーク位置，ピーク値，半値半幅
を調べることでP，Ap，σp，fpを推定することが可能である．図 2.4にコーシー‐
ローレンツ関数のピーク位置，ピーク値，半値半幅とAp，σp，fpの関係を示す．

2.1.5 多次元NMR

これまでの説明をまとめると，NMR分光法は FID信号を測定し，そのスペク
トルから得られる P，Ap，fp，σpといった値から分子構造の推定を行う手法であ
る．しかしながら，タンパク質などの複雑な構造を持つ分子に対しては FID信号
のパラメータだけでは構造の特定が困難となってしまう．この問題を解決するた
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[Hz]

図 2.4: コーシー‐ローレンツ関数と FID信号のパラメータの関係

めに，測定時の実験パラメータを変えて複数回 NMR測定を行い，得られた複数
の FID信号を用いて分析を行う多次元NMRと呼ばれる分析手法が提案されてい
る [4, 5, 6]．多次元 NMRでは，分子の特徴や解析したい性質に合わせた分析手
法がいくつか提案されているが，その一つに分子の拡散特性の解析に焦点を当て
たDOSY（Diffusion ordered 2D NMR spectroscopy）と呼ばれる分析手法がある
[7, 8, 9, 10, 11]．
次節では，このDOSYについて詳しく述べる．

2.2 DOSY

DOSYとは分子の自由拡散を表す物理量である拡散係数の分析と複数の分子種
を含む混合試料の分析を目的とした手法である．本節では，まずDOSY測定の原
理となるスピンエコー法 [3]とPGSE(Pulsed gradient spin echo)-NMR[8]について
述べる．続いて，PGSE-NMRにより測定される FID信号の数理モデルと行列分
解のアルゴリズムについて述べる．

2.2.1 スピンエコー法 [3]

スピンエコー法とは，磁気モーメントの横緩和の途中に追加の電磁波パルスを
照射することで位相がそろった状態の FID信号を取得するための測定法である．
このとき追加で照射される電磁波パルスは磁気モーメントを x軸を回転軸として
180◦回転させる作用を持つ電磁波パルスである．この電磁パルスを 180◦パルスと
呼ぶ．図 2.5に 90◦パルス，180◦パルス，横緩和中に 180◦パルス照射した場合の
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(a) 90° (b) 180° (c) 

180°

図 2.5: 90◦パルスと 180◦パルスによる磁気モーメントの動き

180° 180°

図 2.6: 180◦パルスによる磁気モーメントの x− y平面上での動き

磁気モーメントの動きを示す．図に示したように，180◦パルスを横緩和中の磁気
モーメントに作用させると，磁気モーメントは x − y平面上で x軸を対象軸とし
た線対称の位置へと移動する．このとき，横緩和による回転方向は変わらないた
め，移動したあとは反時計回りに回転を再開する．この磁気モーメントの動きを
個々の原子核の磁気モーメントの観点から考えてみる．ある程度緩和が進んだ状
態では個々の磁気モーメントは異なる方向を向いている状態となる．この状態で
180◦パルスが照射されると，全ての磁気モーメントは x − y平面上で x軸を対象
軸とした線対称の位置へと移動する．このとき，180◦パルスの照射前に最も角速
度が遅かった磁気モーメントは，180◦パルスを照射されることで回転方向に対し
て最も進んだ磁気モーメントとなる．同様に，180◦パルスの照射前に最も角速度
が速かった磁気モーメントは，180◦パルスを照射されることで回転方向に対して
最も遅れた磁気モーメントとなる．この様子を図 2.6に示す．180◦パルスにより磁
気モーメントが移動した後はそれぞれのラーモア周波数で回転するため，遅れた
位置に移動した角速度の早い磁気モーメントが徐々に進んだ位置に移動した角速
度の遅い磁気モーメントに追いついていく．90◦パルスによる磁気モーメントの励
起から τ 秒後に 180◦パルスを印加したとすると，180◦パルスの照射からちょうど
τ 秒後に再度磁気モーメントが集まることになる．従って，2τ において個々の原
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180°

図 2.7: 180◦パルスを使用した磁気モーメントの再集合

子核の磁気モーメントの位相がそろうため，FID信号を再度観測することができ
る．この様子を図 2.7に示す．
180◦パルスによって 2τ 秒後に位相のそろった FID信号を観測するのがパルス

エコー法である．これに対して，勾配磁場を利用して磁気モーメントの再集合の
タイミングのずれから分子の拡散を推定する手法が PGSE-NMRである．

2.2.2 PGSE-NMR[8]

PGSE-NMRでは，スピンエコー法に用いる 180◦パルスの前後に空間的に強度
の異なる勾配磁場の印加を行う．この勾配磁場は静磁場と同じ向きを持ち，z軸方
向に強度が線形的に増加する磁場となっている．勾配磁場はパルスにより発生す
るため，パルス勾配磁場と呼ばれる．また，z軸方向の単位距離当たりの磁場の勾
配をパルス勾配磁場の強度 g[T/m]と呼ぶ．
自由拡散によって分子の z座標が変わった場合，パルス勾配磁場の勾配のため
分子中の原子核が受ける磁場の強さが変わる．パルス勾配磁場は 180◦パルスの前
後に二回印加されるため，この間に分子が移動すると，分子中の原子核はそれぞ
れ異なる強度の磁場で核磁気共鳴現象を起こす．すなわち，180◦パルスの前後で
ラーモア周波数が変化するため磁気モーメントの再集合は時刻 2τ からずれたタイ
ミングで発生する．この状態を図 2.8に示す．図から分かるように，時刻 2τ にお
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図 2.8: 勾配磁場を印加した場合の磁気モーメントの動き
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いては個々の原子核の磁気モーメントの向きがずれた状態となっている．スピン
エコー法と同様に時刻 2τ から FID信号の測定を始めると，すでに減衰が始まっ
た状態のFID信号が観測されることになる．この時観測されるFID信号の強度は
Stejskal-Tannerの式 [7, 11]より

s′(0)

s(0)
= e−D(∆− δ

3
)(γδg)2 (2.9)

と表される．ここで，s′(0)は測定開始時刻 2τ における FID信号の強度，s(0)は
測定開始時刻 2τにおいてパルス勾配磁場を印加しなかった場合のFID信号の強度
を表している．また，Dは分子の拡散の程度を表す物理量である拡散係数，∆は
パルス勾配磁場の間隔，δはパルス勾配磁場のパルス幅，γは原子核の磁気回転比
を表している．
試料中に含まれる分子が拡散係数Dを持つ一種類の分子であるならば，パルス

勾配磁場強度 gを変えた測定を複数回行い，それぞれの測定で観測される FID信
号の強度をプロットすることで拡散係数Dを推定することが可能である．しかし
ながら，試料中に異なる拡散係数を持つ分子が複数含まれている場合には，それ
ぞれの分子の FID信号成分がそれぞれの拡散係数に応じて減衰するため，それぞ
れの拡散係数の推定と信号成分の分離を行う必要がある．

2.3 DOSY測定により観測されるFID信号のモデル
PGSE-NMRにより観測される FID信号は試料中に含まれる分子がどの程度異

なる拡散係数を持つかによりモデルが異なる．適当な範囲内の拡散係数を全て持
つような試料の場合には

y(g, f) =

∫ ∞

0

e−d(∆− δ
3
)(γδg)2S(d, f)dd+ vg(f) (2.10)

と表される．ただし，S(d, f)は拡散係数 dの分子種のFID信号の周波数点 f にお
けるスペクトル強度を表している．一方で，分子が持つ拡散係数が高々5個以内で
ある試料の場合には

y(g, f) =
K∑
k=1

c(g,Dk)Sk(f) + vg(f) (2.11)

と表される．ここで，Kはある拡散係数に対応する分子種の数，Sk(f)は分子種 k

の分子のFID信号のスペクトルの実部，vg(f)は測定時の熱雑音を表している．ま
た，c′(g,Dk)は分子種 kの拡散係数Dkによって表される (2.9)の曲線であり

c′(g,Dk) = e−Dk(∆− δ
3
)(γδg)2 (2.12)

と表される．本論文では，前者の分子種数Kが少ない場合のモデルを扱う．
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一般的な DOSY測定では，測定時に使用するM 個のパルス勾配磁場の強度を
gm =

√
(m− 1)∆g，m = 1, · · · ,M としてM 回の PGSE-NMRを行う．ただし，

∆gはパルス勾配磁場強度の測定ごとの増加量を表している．m回目の測定におい
て測定された FID信号は，適当なサンプリング周波数 Fsによって離散化されN

点の離散データ

y(m,n) =
K∑
k=1

c(m, D̃k)Sk(∆f (n− 1)) + vm(n) (2.13)

として表される [15, 16]．ここで，n，n = 1, · · · , N は FID信号のサンプル点数，
∆f = Fs/N，vm(n)は測定mにおける観測雑音を表している．また，D̃kは分子種
kの便宜上の拡散係数であり D̃k = −Dk(∆ − δ

3
)(γδ)2∆gと定義される．また，関

数 c(m, D̃k)は便宜上の拡散係数 D̃kを用いて

c(m, D̃k) = e−D̃k(m−1) (2.14)

と表される．本論文では，便宜上，D̃kを分子種 kの拡散係数，c(m, D̃k)を分子種
kのDOSY曲線と呼称する．
DOSYのデータ処理では，測定したFID信号から分子固有のFID信号成分とそ

の拡散係数を推定することが目的となる．(2.11)のモデルでは全ての kについて
のスペクトル Sk(f)と拡散係数 D̃kを推定することに相当する．ただし，拡散係数
D̃kについては，任意のmに対するDOSY曲線 c(m, D̃k)の値が分かれば計算によ
り求めることができるため，D̃kの代わりに c(m, D̃k)を求めることも行われる．
（2.13）を行列表記すると

Y = CST +V (2.15)

となる．ここで，Y ∈ RM×N，C ∈ RM×K，S ∈ RN×K，V ∈ RM×N はその要素
がそれぞれ {Y}i,j = y(i, j)，{C}i,j = c(i, D̃j)，{S}i,j = Sj(i)，{V}i,j = vi(j)と
定義される行列である．ただし，{A}i,jは行列Aの (i, j)要素を表すものとする．
(2.15)より，DOSYにおけるDOSY曲線とスペクトルの推定はYからCと Sを
推定する行列分解問題として定式化できる．本論文では便宜上，Y，C，Sをそれ
ぞれ観測行列，DOSY曲線行列，スペクトル行列と呼ぶ．観測行列Yの行列分解
問題を解く手法はいくつか提案されているが，これらの手法は大きく分けて二種
類に大別できる．次節では，これら二種類のアルゴリズムの中で有名な手法であ
るMCR（multivariate curve resolution）[13, 15]と DECRA（direct exponential

curve resolution algorithm）[16]について述べる．

2.3.1 MCR

MCRでは次の最適化問題

min
C,S

||Y−CST||F (2.16)
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subject to {C}i,j = c(i, D̃j), {S}i,j ≥ 0

を解くことでCと Sの推定を行う．(2.16)を解くために，Cと Sのそれぞれの最
適化に関する三つのステップを繰り返し行う．ここで，三つのステップは次の通
りである．

1. Sを固定して，min ||Y−CS||FをCについて非負値制約の下で解く．

2. ステップ (1)で求めたCの推定解の各列ベクトルに対して，式 (2.14)の関数
をフィッティングすることで列ベクトルを近似する最適なDOSY曲線を求め
る．そののち，得られた最適なDOSY曲線で列ベクトルを置き換える．

3. ステップ (2)で求めたCを固定して，min ||Y−CS||Fを Sについて非負値
制約の下で解く．

上記の三つのステップは目的関数値の変化量がある閾値以下となるまで繰り返し
行われる．
MCRの利点としては，適切なCとSの初期値が与えられれば，直接的に方程式

を解く手法よりも高精度な推定が可能なことが利点である．一方で欠点としては，
推定精度は初期値に影響を受けるため，適切な初期値を求める手法が別に必要と
なる．特に，ステップ 2では非線形最適化問題を解くため，高精度な初期値が必要
となる．不適切な初期値の場合には解が発散してしまうなど推定が不能となって
しまう可能性がある．初期値を与える手法として，文献 [15]では後述のDECRA

が用いられている．初期値に関する問題とは異なる問題として，解を繰り返し更
新することで推定を行うため，直接的に方程式を解く手法よりも処理時間は長く
なってしまう．

2.3.2 DECRA

DECRAはYの部分行列に対して成り立つ関係式を，特異値分解，固有値分解
および行列の演算のみで解くことで推定解を得る方法である．
Yの部分行列として，1からM − 1行目までの行ベクトルを並べて得られる行

列を

Ya =

 y(1, 1) · · · y(1, N)
...

...
...

y(M − 1, 1) · · · y(M − 1, N)

 (2.17)

，2からM 行目までの行ベクトルを並べて得られる行列を

Yb =

 y(2, 1) · · · y(2, N)
...

...
...

y(M, 1) · · · y(M,N)

 (2.18)
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と定義する．雑音Vが十分に小さいと仮定した場合，(2.17)と（2.15）から

Ya = CaS
T (2.19)

が成り立つ．ここで，CaはCの 1行目からM − 1行目までの行ベクトルを並べ
て得られるM − 1 ×Kの行列である．Yaの特異値分解をYa = BaΣaΦ

T
a とおく

とCaと STは

Ca = BaXa (2.20)

ST = X−1
a ΣaΦ

T
a (2.21)

と表すことができる．ただし，Xa ∈ RK×Kは適当な正則行列を表している．また，
Σa ∈ RK×KはYの非零特異値を要素に持つ対角行列，Ba ∈ RM−1×KとΦa ∈ RN×K

はそれぞれYの非零特異値に対応する左特異ベクトルと右特異ベクトルを列ベク
トルとして並べた行列を表しており，BT

aBa = I，ΦT
aΦa = Iが成り立つものとす

る．ただし，Iは単位行列を表している．(2.21)より，SはXを推定することで計
算することができる．一方で，(2.14)より

c(m+ 1, D) = e−D(m+1−1)

= e−De−D(m−1)

= e−Dc(m,D) (2.22)

が成り立つので，K次対角行列Wa = diag([ e−D̃1 · · · e−D̃K ]T)を用いると，Yb

は

Yb = CaWaS
T (2.23)

と表すことができる．（2.23）に（2.20）と（2.21）を代入すると

Yb = BaXaWaX
−1
a ΣaΦ

T
a (2.24)

が得られる．(2.24)の両辺に右からΦaΣ
−1
a ，左からBT

a をかけると固有値分解問題

BT
aYbΦaΣ

−1
a = XaWaX

−1
a (2.25)

が導かれる．(2.25)の左辺の行列は既知のため，左辺の行列を固有値分解すること
でXaとWaを推定することができる．スペクトル行列の推定値 S̄は推定した正
則行列Xaを用いて (2.21)により与えらえる．また，拡散係数の推定値 D̄kは推定
した対角行列Wを用いて D̄k = − loge ({Wa}k,k)，∀kと与えらえる．
DECRAの利点としては，信号の事前情報やアルゴリズム内部のパラメータな

どを必要としない点と，推定に要する時間がMCRよりも短いという点が挙げら
れる．一方で，観測信号が正確に数理モデルに従うという仮定の下で導出された
方程式を解くため，雑音や測定時の磁場の不均一性，試料の発熱といった要因に
より観測信号が歪んだ場合には推定精度が大きく悪化する欠点を有している．
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2.4 問題点
DOSYをはじめとするNMR分光法の欠点として，観測される FID信号のエネ

ルギーが小さいため，同じ条件での複数の測定により得られた信号を加算して十
分な信号強度を達成している．また，測定では FID信号の観測後に磁気モーメン
トが熱平衡状態へと移行するための時間が必要となるため，連続した測定が難し
い．これらの要因による分析時間の増加は高性能な分析の妨げとなっている．こ
の問題に対して分析時間を短縮する方法がいくつか提案されているが，いずれも
測定手法の改良による高速化手法となっている [25, 26, 27, 28]．しかしながら，将
来的にはデータ処理の観点からの高速化が必要となることが予想されるため，本
研究ではDOSYの行列分解手法の高速化についての研究を行う．
本論文では，高速な行列分解手法を構築するためにDECRAの考え方を基礎と
した手法を提案する．提案手法では，DOSY曲線の差分方程式を利用することで
観測行列を小さいサイズの行列へと変形することで高速な行列分解を達成した．こ
の提案手法については第３章にて詳しく述べる．
また，第３章で提案した高速な行列分解手法の高精度化についての検討も行っ
た．本論文では，精度を悪化させる要因として，試料の発熱によるスペクトルの平
行移動歪みの問題と磁場の不均一性によるDOSY曲線の歪みの二つの要因に対す
る対処法を提案した．スペクトルの平行移動歪みに対しては，スペクトルのモデ
ル関数フィッティングを用いた歪みの自動補正法を提案手法の前処理法として開発
した．これについては第４章にて詳しく述べる．磁場の不均一性によるDOSY曲
線の歪みに対しては，文献 [10, 20]などで用いられている磁場の不均一性を考慮し
た信号モデルを提案した高速な行列分解手法に組み込んだ．このとき，高速性を
維持するためにマクローリン近似と一次関数近似を利用することで高精度かつ高
速に行列分解が行える手法を開発した．これについては第５章にて詳しく述べる．

19



第3章 固有値分解と差分方程式によ
る高速行列分解法

本章では，方程式を直接的に解く手法であるDECRAの考え方を基礎として，よ
り高速に処理可能なDOSYのための行列分解手法を提案する．一般的に，DOSY

測定における分子種数K，パルス勾配磁場強度の数M，サンプル点数Nの関係は
N ≫M ≫ Kとなるため，Nに対する計算量のオーダーが小さい手法の構築を目
指す．
次節では，従来手法となるDECRAの計算量がO(N2)となることを示す．

3.1 DECRAの計算量
DECRAの処理の流れと対応する計算量を表 3.1に示す．ここで，特異値分解
と固有値分解の計算量は文献 [29]を参考とした．サンプル点数N に注目すると，
DECRAの計算量はO(N2)となっていることがわかる．これは，Yaの特異値分解
処理によるもので，N が大きい場合にはこの特異値分解処理が処理時間の大半を
占める．
この事実をもとに，次節では特異値分解処理を必要としない手法を提案する．

表 3.1: DECRAとその計算量
code flops

Ya,Ybの入力 -

Yaの固有値分解 MN2 +O (M3)

行列BT
aYbΦaΣ

−1
a の計算

(
K̄M + K̄2

)
N

行列BT
aYbΦaΣ

−1
a の固有値分解 O

(
K̄3
)

Sの推定 K̄ +NK̄

D̄kの推定 K̄
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3.2 固有値分解と差分方程式を用いた高速な行列分解
手法

本節では，提案した高速な行列分解手法とその計算量について述べる．

3.2.1 提案手法

観測行列Yと自身の転置行列を用いて計算されるM ×M の行列

YR = YYT (3.1)

を考える．このとき，CとSがともに列正則であるならば，(2.15)よりYRの列空
間とCの列空間は一致する．したがって，行列YRの固有値分解を

YR = BΛBT (3.2)

と定義すると，Cは適当な正則行列Xを用いて

C = BX (3.3)

と表される．ここで，Λ ∈ RK×KはYRの非零固有値を要素に持つ対角行列，B ∈
RM×K はYRの非零固有値に対応する固有ベクトルを列ベクトルとして並べた行
列を表している．また，BTB = Iが成り立つものとする．（3.3）より，Cの推定は
正則行列Xを推定する問題として考えることができる．
正則行列Xを推定するため，提案手法ではDOSY曲線の差分方程式を利用する．

DOSY曲線 c(m,D)のmに関する一階差分は (2.22)より

c(m+ 1, D)− c(m,D) = e−Dc(m,D)− c(m,D)

= (e−D − 1)c(m,D) (3.4)

と表される．従って，DOSY曲線行列の k番目の列ベクトルを ck，行方向に差分
をとるM − 1×M 行列を

F =


−1 1 0 · · · 0 0

0 −1 1 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · −1 1

 (3.5)

と定義すれば，ckの行方向への差分は

Fck =
(
1− e−D̃k

)
Pck (3.6)
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と表すことができる．ここで，行列Pは右辺と左辺の行数を整えるための行列で
あり

P =


1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0

 (3.7)

と定義されるM − 1×M行列である．(3.6)を全ての列について考えると，DOSY

曲線行列Cに対する方程式

FC = PCΛ (3.8)

が得られる．ここで，Λは Λ = diag([ e−D̃1 − 1 · · · e−D̃K − 1 ]T)と定義される
K次対角行列である．
（3.8）に (3.3)を代入することで，正則行列Xに関する方程式

FBX = PBXΛ (3.9)

が導かれる．（3.9）の両辺に，左からPBの疑似逆行列 (PB)+を，右からX−1を
掛けると

(PB)+FB = XΛX−1 (3.10)

が導かれる．左辺の行列は全て既知であるため，正則行列Xは左辺の行列 (PB)+FB

の固有値分解によって求めることができる．
（3.10）の固有値分解問題を解いて求めたXを (3.3)に代入することでDOSY曲
線行列Cの推定解を求めることができる．一方で，Sについては推定したDOSY

曲線行列 C̄とYから

S̄
T
=
(
C̄C̄

T
)−1

C̄
T
Y (3.11)

を用いて推定解を求める．また，（3.10）を固有値分解により解くことで対角行列
Λの推定値 Λ̄が得られるため，Λの定義より分子種ごとの拡散係数の推定値を

D̄k = − loge ({Λ}k,k + 1),∀k (3.12)

により求めることができる．

3.2.2 提案手法の計算量

提案手法の処理の流れと対応する計算量を表 3.2に示す．ここで，特異値分解と
固有値分解の計算量は表 3.1と同様に文献 [29]を参考にした．サンプル点数Nに注
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表 3.2: 提案手法とその計算量
code 計算量

Yの入力 -

YRの計算 M2N

YRの固有値分解 O (M3)

PBの逆行列の計算 O (K3)

行列 (PB)+ FBの計算 K2M +K(M − 1)

行列 (PB)+FBの固有値分解 O (K3)

C̄の計算 K2M

S̄の計算 K3 +K2(M +N) +KMN

D̄kの計算 K

目すると，提案手法の計算量はO(N)であり，DECRAの計算量O(N2)よりも小
さくなっている．このことから，提案手法はN の大きなデータに対してDECRA

よりも高速に行列分解が可能であることが示された．
次節では，計算機上で作成した疑似データと実際のDOSY測定により得られた

データを用いた実験を行い提案手法の有用性を示す．

3.3 実験
本節では，疑似データと実データに対する提案手法とDECRAの処理に要する

時間および行列分解により推定されたスペクトル行列 Sと拡散係数 D̃kの推定誤
差の比較を行う．

3.3.1 疑似データを用いた実験

処理時間の比較を行うためデータサイズの異なる疑似データを用いた実験を行
う．ここで，データサイズとは分子種数K，パルス勾配磁場強度の数M，サンプ
ル点数N を表している．
使用したデータサイズの設定は，パルス勾配磁場強度の数Mが 23，24，25の三

種類，サンプル点数N が 211，213，215の三種類，分子種の数K が 2と 4の二種
類をそれぞれ用いる．分子ごとの拡散係数の値 D̃kは D̃k = 0.25k，k = 1, · · · , K
により設定する．また，分子ごとのスペクトルSk(∆f (n− 1))はサンプリング周波
数Fsを 1とし，(2.8)を用いて生成する．スペクトルのパラメータであるピーク数
P，振幅Ap，周波数 fp，半値半幅 σpの値は一定の範囲内から一様分布に従うラン
ダムな値を用いて設定する．それぞれの範囲は P が [10, 20]，Apが [0.2, 1]，fpが
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表 3.3: 処理時間の平均値 [秒]

N = 211 N = 213 N = 215

M = 23 提案法 0.016 0.016 0.017

DECRA 0.070 0.985 16.60

M = 24 提案法 0.016 0.016 0.017

DECRA 0.111 1.689 30.93

M = 25 提案法 0.019 0.020 0.021

DECRA 0.207 3.240 57.43

[0.05, 0.45]，σpを [10
−3

2π
, 10

−2

2π
]である．信号の信号対雑音比（SNR）は

SNR = 10 log10
ỹTỹ

vTv
(3.13)

により定義し，50dBと設定する．ここで，ỹTは雑音がない場合の観測行列Yの
第一行目の行ベクトル，vはm = 1の測定時の雑音をそれぞれ表している．
処理に要した時間は実験に用いたMatlabの組み込み関数である tic関数と toc

関数を用いて評価する．また，拡散係数の推定誤差EDは

ED =
1

K

K∑
k=1

|D̃k − D̄k| (3.14)

により評価する．ここで，D̃kは分子種 kの真の拡散係数，D̄kは推定した分子種 k

の拡散係数を表している．スペクトル行列の推定誤差ESは

ES =
1

K

K∑
k=1

(
1− sTk s̄k

||sk||||s̄k||

)
(3.15)

により評価する．ここで，skは真のスペクトル行列 Sの k番目の列ベクトル，s̄k
はスペクトル行列の推定解 S̄の k番目の列ベクトルをそれぞれ表している．
実験に用いた計算機環境はCPUが Intel(R) Core(TM) i7-5960X 3.00 GHz ，メ
モリサイズが 32 GB ，OSがWindows 10 Pro 64 bitである．また，プログラムは
MATLAB R2015aを用いて作成する．
K = 2の場合のデータに対して，雑音の値とスペクトルのパラメータを変えて

100回試行した際の処理時間の平均値を表 3.3に示す．なお，K = 4の場合につい
ては，K = 2の結果とほとんど同じ値となったため省略した．表から，DECRA

はN の増加に対して急激に処理時間が増加するのに対して，提案手法はほとんど
変化していないことがわかる．特に，データサイズがN = 215，M = 25の場合
のデータに対しては，DECRAの処理は 1分近く要するのに対して，提案手法は
0.02秒程で処理が完了している．続いてM の増加についてみてみると，提案手法
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表 3.4: スペクトル行列の推定誤差ES（K = 2）
N = 211 N = 213 N = 215

M = 23 提案法 6.59× 10−5 6.52× 10−5 6.53× 10−5

DECRA 7.31× 10−5 7.24× 10−5 7.26× 10−5

M = 24 提案法 3.87× 10−5 3.76× 10−5 3.73× 10−5

DECRA 4.06× 10−5 3.96× 10−5 3.92× 10−5

M = 25 提案法 2.06× 10−5 2.00× 10−5 1.98× 10−5

DECRA 2.11× 10−5 2.06× 10−5 2.03× 10−5

表 3.5: 拡散係数の推定誤差ED（K = 2）
N = 211 N = 213 N = 215

M = 23 提案法 7.33× 10−4 3.84× 10−4 1.98× 10−4

DECRA 7.35× 10−4 7.24× 10−4 7.26× 10−4

M = 24 提案法 8.07× 10−4 3.89× 10−4 1.92× 10−4

DECRA 8.09× 10−4 3.84× 10−4 1.88× 10−4

M = 25 提案法 7.18× 10−4 3.97× 10−4 2.10× 10−4

DECRA 7.18× 10−4 3.96× 10−4 2.11× 10−4

とDECRAのどちらの処理時間もMの増加にしたがってわずかに増加するが，そ
の増加量はN に比べて緩やかになっている．
次に，K = 2の場合のデータに対するスペクトル行列の推定誤差 ES の平均値

と拡散係数の推定誤差EDの平均値を表 3.4と表 3.5に示す．表から，提案手法と
DECRAによるスペクトル行列と拡散係数の推定誤差はほとんど同じ結果となる
ことが見て取れる．
最後に，K = 4の場合のデータに対するスペクトル行列の推定誤差ESの平均値

と拡散係数の推定誤差EDの平均値を表 3.6と表 3.7に示す．結果を見ると，K = 2

表 3.6: スペクトル行列の推定誤差ES（K = 4）
N = 211 N = 213 N = 215

M = 23 提案法 1.67× 10−1 1.50× 10−1 1.38× 10−1

DECRA 3.32× 10−1 3.34× 10−1 3.33× 10−1

M = 24 提案法 1.03× 10−1 8.87× 10−2 8.30× 10−2

DECRA 2.36× 10−1 2.28× 10−1 2.21× 10−1

M = 25 提案法 7.74× 10−2 5.62× 10−2 5.24× 10−2

DECRA 1.53× 10−1 1.21× 10−1 1.12× 10−1
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表 3.7: 拡散係数の推定誤差ED（K = 4）
N = 211 N = 213 N = 215

M = 23 提案法 5.48× 10−2 3.42× 10−2 1.45× 10−2

DECRA 3.95× 10−1 3.64× 10−1 3.54× 10−1

M = 24 提案法 3.98× 10−2 2.17× 10−2 1.02× 10−2

DECRA 1.44× 10−1 1.34× 10−2 1.30× 10−2

M = 25 提案法 4.24× 10−2 1.77× 10−2 9.13× 10−3

DECRA 9.92× 10−2 8.32× 10−2 7.90× 10−2

の場合と同様に提案手法とDECRAは同じ推定誤差を有していることがわかる．し
かしながら，K = 2で同じM とN のデータサイズを持つデータの推定誤差と比
較すると，K = 4の推定誤差の方が悪くなっている．これは，Cの列ベクトルが
増えたため独立性が悪くなり，列空間の基底BとBaが雑音の影響を大きく受け
てしまったためだと考えられる．
以上の結果から，提案手法はDECRAと同程度の精度で，より高速な行列分解

が可能であることが確認された．しかしながら，提案手法の計算量はO(N)であ
るにもかかわらず，表 3.3における提案手法の処理時間はN に対してほとんど変
化しなかった．そこで，次小節では，さらに大きなN を持つデータを用いて提案
手法の処理時間がO(N)に従うかを検証する．

3.3.2 大きなNに対する提案手法の計算時間

本小節では，3.3.1の実験で用いたN の設定よりも大きなN を持つデータに対
して，提案手法の処理時間がどのように変化するかを確認する．
実験に使用したN の設定は 216から 220までの 21刻みの値を用いた．また，そ

の他のデータサイズの設定はパルス勾配磁場強度の数M が 23，24，25の三種類，
分子種の数Kが 2の一種類をそれぞれ用いる．拡散係数の設定，スペクトルの設
定，SNRの設定および実験環境と評価量は (3.3.1)と同じものを使用する．
雑音の値とスペクトルのパラメータを変えて 100回試行した際の処理時間の平

均値のプロットを図 3.1に示した．だたし，DECRAについてはN のサイズが 216

以上となるとメモリ不足により処理が不能となったため提案手法の結果のみを記
載する．図の横軸はサンプル点数Nを表しており，縦軸は計算時間を表している．
また，×は Mのサイズが 23のデータ，〇はMのサイズが 24のデータ，□はMの
サイズが 25のデータをそれぞれ表している．
図を見ると，提案手法の計算量はいずれのMのサイズのデータにおいてもNの

増加に対して一次関数的に増加していることが確認できる．この結果より，提案
手法の処理時間がO(N)となることが示された．
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図 3.1: N が大きい場合の提案手法の処理時間 [秒]
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図 3.2: 実データのm = 1におけるスペクトル

3.3.3 実データを用いた実験

本小節では，実際に測定したDOSYデータを用いて提案手法とDECRAによる
行列分解の結果と処理時間について比較を行う．
本実験で測定する試料として 20 mg α-シクロデキストリン，20 mg D-グルコー
スを 0.6 mLD2Oに溶解した溶液を用いる．測定に使用したNMR分光器は株式会
社 JEOL RESONANCE製の NMR JNM-ECZ500Rを使用し，PGSE-NMRの測
定手法としてBPP LED（Bipolar Pulse Pairs stimulated echo Longitudinal Eddy

current Delay）[8]を用いる．測定条件は拡散時間∆が0.12秒，パルス勾配磁場の幅
δが 2.7ミリ秒，パルス勾配磁場強度の数Mが 16，強度の増加量∆gが 0.0059Tm−1

である．本測定では，水素原子核を用いたNMRを測定しているため，磁気回転比
γは水素原子核における値 267.513× 106rad s−1 T−1となっている．また，スペク
トルはサンプル点数N が 24710点のデータであり，前処理として位相補正やベー
スライン補正，第４章で扱う平行移動歪みの補正を行うものとする．参考として，
測定により得られた観測行列の一行目，すなわちm = 1の測定により観測された
FID信号のスペクトルの実部を図 3.2に示す．図中の縦軸はスペクトルの実部の値
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図 3.3: 実データのm = 1におけるスペクトルの拡大図
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図 3.4: α-シクロデキストリンのスペクトル

を，横軸は ppm(Parts per million)を表している．ppmとは NMR解析で用いら
れる周波数の単位であり，ある基準周波数で正規化した周波数である．また，複
雑な部分である 3.05ppmから 3.90ppmの帯域を拡大した波形を図 3.3に示す．ま
た，試料に含まれるα-シクロデキストリンの単体を通常のNMR分光法により測
定した場合の FID信号のスペクトルの実部を図 3.4に，3.05ppmから 3.90ppmの
帯域を拡大した波形を図 3.5にそれぞれ示す． 同様に，含まれるD-グルコースの
単体を通常のNMR分光法により測定した場合の FID信号のスペクトルの実部を
図 3.6に，3.05ppmから 3.90ppmの帯域を拡大した波形を図 3.7にそれぞれ示す．
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図 3.5: α-シクロデキストリンのスペクトルの拡大図
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図 3.6: D-グルコースのスペクトル
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図 3.7: D-グルコースのスペクトルの拡大図

ここで，α-シクロデキストリンとD-グルコースを単体で測定した際のスペクト
ルデータは，サンプル点数などの測定条件がDOSY測定データと異なるため数値
的な比較が困難である．従って，本実験では波形の形状を目視により比較するこ
とで分離誤差の確認を行う．
提案手法とDECRAのそれぞれにより観測行列を分解することで推定したα-シ

クロデキストリンのスペクトルを図 3.8と図 3.9に，その拡大図を図 3.10と図 3.11

に示す． 提案手法と DECRAのそれぞれにより観測行列を分解することで推定
したD-グルコースのスペクトルを図 3.12と図 3.13に，その拡大図を図 3.14と図

ppm

33.544.55

0

0.5

1
ス
ペ
ク
ト
ル
の
実
部
の
値

図 3.8: 提案手法で推定したα-シクロデキストリンのスペクトル
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図 3.9: DECRAで推定したα-シクロデキストリンのスペクトル
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図 3.10: 提案手法で推定したα-シクロデキストリンのスペクトルの拡大図

3.15に示す．
行列分解処理に要した時間はDECRAが 17.32秒，提案手法が 0.018秒であり，
実データに対しても提案手法の高速性が示された．推定した分子ごとのスペクトル
と単体測定により得られたスペクトルを比較すると，提案手法とDECRAはどち
らも大きなピークに対しては単体測定のスペクトルと類似したスペクトルを推定
できている．特に，それぞれの分子のピークが重なり合う 3.05ppmから 3.90ppm

の帯域においても，単体測定のスペクトルに近いの形状のスペクトルが推定され
た．ただし，微小な誤差成分が全体的に含まれているが，これらは前処理により
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図 3.11: DECRAで推定したα-シクロデキストリンのスペクトルの拡大図
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図 3.12: 提案手法で推定したD-グルコースのスペクトル
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図 3.13: DECRAで推定したD-グルコースのスペクトル

除去しきれなかったNMR測定による FID信号の歪みによる誤差であり，行列分
解による誤差ではないと考えられる．また，DOSY分析においては十分に無視で
きる程度の誤差であるため，実用的には問題はないためこれ以上の議論は避ける．
続いて，提案手法とDECRAの推定結果を比較するために，それぞれの手法で推
定した分子ごとのスペクトルの相関係数を計算した．α‐シクロデキストリンの
推定スペクトルに対しては相関係数が 0.999993，D-グルコースの推定スペクトル
に対しては相関係数が 0.999984となった．どちらも 1に非常に近いため，提案手
法とDECRAのそれぞれの手法で推定されたスペクトルはほとんど同じ結果とな
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図 3.14: 提案手法で推定したD-グルコースのスペクトルの拡大図
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図 3.15: DECRAで推定したD-グルコースのスペクトルの拡大図

ることが示された．

3.3.4 まとめ

サンプル点数が大きい観測行列に対しても高速に行列分解を行う手法を提案し
た．提案手法では固有値分解とDOSY曲線の差分方程式を利用することで高速化
を実現し，サンプル点数N に対する計算量をO(N)とすることに成功した．計算
機上で作成した疑似データと実際のDOSY測定により得られた実データを用いた
実験により提案手法の有効性を示した．
今後の課題としては提案手法の推定精度の向上が挙げられる．分子種数Kが多

い場合のYの列空間基底Bの高精度な推定方法や測定時の磁場の不均一性により
信号が歪んだ場合にも高精度に分解可能な手法の提案を行う予定である．
次章では，提案手法の行列分解精度の悪化の原因の一つである，スペクトルの

ピーク位置の平行移動による歪みを自動的に補正する前処理の提案を行う．なお，
これ以降では便宜上，本章で提案した手法をDOSY曲線差分法と呼称する．る．
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第4章 観測行列のスペクトル平行移
動歪みに対する自動補正法

本章では，DOSY測定データの行列分解手法において問題となるスペクトルの
平行移動歪みについてとその歪みの補正を自動的に行う前処理について述べる．ま
た，疑似データと実データを用いた実験により提案した自動補正法とDOSY曲線
を組み合わせることで，高精度な行列分解が実現できることを示す．

4.1 スペクトルの平行移動歪み
DOSYではパルス勾配磁場の強度を変えて複数回のPGSE-NMR測定を行う．こ

のとき観測される FID信号のスペクトルの実部は，パルス勾配磁場を用いない通
常のNMR測定により観測される FID信号のスペクトルの実部の振幅値を，パル
ス勾配磁場と拡散係数に応じて減少させた信号となる．パルス勾配磁場を用いな
い通常のNMR測定により観測される FID信号のスペクトルの実部は

S(f) =
P∑

p=1

Apσp
σ2
p + 4π2(f − fp)2

(4.1)

により表され，そのパラメータすなわちローレンツ関数の個数 P，振幅Ap，減衰
率 σp，中心周波数 fpは測定対象の分子構造により決定される．以上のことから，
原理的にはパルス勾配磁場の強度を変化させた PGSE-NMR測定を複数回行った
場合でも，観測される FID信号のスペクトルのパラメータであるローレンツ関数
の個数 P，減衰率 σp，中心周波数 fp の値は変化しない．しかしながら，実際の
PGSE-NMR測定では，パルスの照射による試料の発熱や磁場の不均一性などの
要因によって，ローレンツ関数の中心周波数 fpの値は測定ごとに異なる値をとる．
観測された中心周波数と真の中心周波数のずれは p = 1, · · · , P の全てのローレン
ツ関数でほとんど同じ値となるためスペクトルが平行移動しているように見える．
このことから，ローレンツ関数の中心周波数の違いによるスペクトルの歪みを，本
論文ではスペクトルの平行移動歪みと呼ぶ．図 4.1に PGSE-NMRの一回目の測
定 (m = 1)で観測した FID信号のスペクトルの実部と三回目の測定 (m = 3)で観
測した FID信号のスペクトルの実部を示す．図の横軸は周波数 [Hz]を，縦軸はス
ペクトルの実部の値を表している．図中の実線は一回目 (m = 1)の測定で観測し
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図 4.1: 実データのスペクトル（一部拡大）

たFID信号のスペクトルの実部，破線は三回目 (m = 3)の測定で観測したFID信
号のスペクトルの実部をそれぞれ表している．図を見ると，縦の破線で表される
m = 1のときのピーク位置からm = 3のデータにおけるピーク位置が少しずれて
いることが見て取れる．
スペクトルの平行移動歪みを持つ観測行列Yは信号のモデル (2.15)から逸脱す

るため行列分解によるCと Sの推定精度が悪化する．この問題を解決するため，
一般的には観測行列のスペクトルの平行移動歪みを手動により補正したあとに行
列分解を行う．しかしながら，手動での補正ではスペクトルを専門家が目視して
行うため高速な分析には向かない．そこで，次節では自動でスペクトルの平行移
動歪みを検出し補正する手法の提案を行う．

4.2 スペクトルの平行移動歪み自動補正法
本節ではスペクトルの平行移動歪みを考慮した信号モデルとそれを基礎とした

自動補正法について述べる．

34



4.2.1 スペクトルの平行移動歪みを考慮した信号モデル

本論文では，スペクトルの平行移動歪みが生じた場合の観測信号を

ỹ(m,n) =
K∑
k=1

c(m, D̃k)S̃k(∆f (n− 1)) + vm(n) (4.2)

c(m, D̃k) = e−D̃k(m−1) (4.3)

S̃k(f) =
P∑

p=1

Apσp
σ2
p + 4π2(f − fp − ψm∆f )2

(4.4)

として表す．ここで，S̃k(f)は k番目の分子の歪んだスペクトル，ψm ∈ Zはm回
目の測定における中心周波数の平行移動量をそれぞれ表している．また，歪みに
よる中心周波数の平行移動量 ψm∆f は，隣接する任意の二つのローレンツ関数の
中心周波数の差の絶対値よりも小さいものと仮定する．

4.2.2 提案手法

m回目の測定で観測された FID信号のスペクトルの実部データにおいて，最も
低い周波数に位置するローレンツ関数の中心周波数は，(4.4)より

f̃m = f ∗ + ψm∆f (4.5)

と表される．ただし，f ∗は最も低い周波数に位置するローレンツ関数の真の中心
周波数を表している．スペクトルの平行移動歪みにより行列分解の精度が悪化す
る原因は，スペクトルの平行移動量が測定ごとに異なる値を持つことであり，全
ての測定m = 1, · · · ,M においてスペクトルの平行移動量が同じ場合には問題な
く行列分解が可能である．すなわち，提案手法では一回目の測定 (m = 1)におけ
る中心周波数に合わせることで，スペクトルの平行移動歪みの補正が可能となる．
従って，m回目の測定により観測されたスペクトルの平行移動量 ψmは，一回目
の測定により観測されたスペクトルを基準として

ψm =
f̃m − f̃1
∆f

(4.6)

と表される．スペクトルの平行移動量ψmが分かれば，逆方向にスペクトルを移動
させることで歪みを補正することができる．このため，f̃mを推定する必要がある．
提案手法では f̃mを推定するために，観測した FID信号のスペクトルの実部に

対してローレンツ関数のフィッティングを行う．このとき，フィッティングの簡単
化のために，最も低い周波数のローレンツ関数を含む一部帯域のみを取り出して
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フィッティングを行う．m番目に測定した FID信号のスペクトルの実部に対する
ローレンツ関数のフィッティングは最適化問題

min
A1,...,AP̄ ,f1,...,fP̄ ,σ1,...,σP̄

ne∑
n=ns

(y(m,n)− θ(n,A1, . . . , AP̄ , f1, . . . , fP̄ , σ1, . . . , σP̄ ))
2 (4.7)

を解くことで行われる．ここで，nsと neはフィッティングの簡単化のために取り
出した一部帯域の始点と終点を表すサンプル点であり，取り出した帯域の最小周
波数と最大周波数との関係はそれぞれ ns∆f，ne∆f となっている．また，P̄ は取
り出した帯域に含まれるピークの数を表している．θ(·)はスペクトルのモデル関数
であり

θ(n,A1, . . . , AP̄ , f1, . . . , fP̄ , σ1, . . . , σP̄ ) =
P̄∑

p=1

Apσp
σ2
p + 4π2(n∆f − fp)2

(4.8)

と定義される．（4.7）を解くことで，取り出した帯域に含まれるローレンツ関数の
中心周波数の推定値 f1, · · · , fP̄ が得られる．従って，最も低周波に位置するローレ
ンツ関数の中心周波数 f̃mの推定値は f1, · · · , fP̄ の中から最小の値を取り出すこと
で得られる．同様の手順により，全ての測定 (m = 1, . . . ,M)により得られる FID

信号のスペクトルの実部に対して行うことで，f̃m，m = 1, . . . ,M の推定値 f̄m，
m = 1, . . . ,M を得ることができる．こうして得られた f̄mと (4.6)を用いてスペク
トルの平行移動量を推定する．ただし，フィッティングの誤差により推定した ψm

は整数値になるとは限らないため，四捨五入処理を行い整数値へと丸めた値 ψ̃mを
m回目の測定におけるスペクトルの平行移動量の推定値とする．
推定したスペクトルの平行移動量を用いて，スペクトルの平行移動歪みを補正
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したスペクトルデータベクトルを

ȳm =





y(m, ψ̃m + 1)
...

y(m,N)

y(m, 1)
...

y(m, ψ̃m)



T

(ψ̃m > 0)



y(m,N − (ψ̃m − 1))
...

y(m,N)

y(m, 1)
...

y(m,N − ψ̃m)



T

(ψ̃m < 0)

 y(m, 1)
...

y(m,N)


T

(ψ̃m = 1)

(4.9)

と定義すると，スペクトルの平行移動歪みを補正した観測行列 Ȳは

Ȳ =


ȳ1

ȳ2
...

ȳM

 (4.10)

のように構成される．
次節では，提案手法の有効性を評価するための実験を行う．

4.3 実験
本節では，疑似データと実データに対して (1)歪みを補正しなかった観測行列，

(2)手動による補正を行った観測行列，(3)提案手法による補正を行った観測行列
のそれぞれに行列分解を行った結果を比較し，提案手法の有効性を示す．

4.3.1 疑似データを用いた実験

本小節では，計算機上で意図的にスペクトルの平行移動歪みを発生させたデー
タを作成し，提案手法による補正と手動補正を行った場合の結果を比較する．
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図 4.2: 分子１のスペクトル
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図 4.3: 分子 2のスペクトル

作成したデータの条件は分子種数Kが 2，パルス勾配磁場強度の数Mが 23，サ
ンプル点数N が 214と設定する．また，サンプリング周波数は 1Hzであるとする．
分子の拡散係数は D̃1 = 0.25，D̃2 = 0.5と設定する．測定ごとのスペクトルの平
行移動量 ψmは [−2, 2]の範囲からランダムに決定する．スペクトルの平行移動歪
みがない場合における分子のスペクトル Skは図 4.2と図 4.3に示してある． 信号
対雑音比（SNR）は

SNR = 10 log10
yT
MyM

vTv
(4.11)

により定義し，40dBと設定する．ここで，yT
M は雑音がない場合の観測行列 Y

の第M 行目の行ベクトル，vはm = M の測定時の雑音をそれぞれ表している．
また，（4.7）の最適化問題を解く方法として，勾配法をベースとした手法である
Levenbarg-Marquardt法 [30]を用いる．
観測行列の補正の精度は

ER =
||Ȳ−Y0||F

||Y0||F
(4.12)

によって評価する．ここで，Y0はスペクトルの平行移動歪みがない場合の観測行
列，Ȳは提案手法もしくは手動によって補正された観測行列を表している．
また，実際には行列分解手法と組み合わせて用いられることから，補正を行っ
た観測行列に対して行列分解を行い推定されたスペクトル行列と拡散係数の誤差
の比較も行う．組み合わせた行列分解手法はDOSY曲線差分法（第三章で提案し
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表 4.1: それぞれの補正による観測行列補正精度と行列分解精度
補正手法 補正なし 手動補正 提案手法
ER 3.71× 10−3 4.56× 10−6 4.56× 10−6

ED by DOSY曲線差分法 1.99× 10−2 6.51× 10−5 6.51× 10−5

ES by DOSY曲線差分法 3.24× 10−3 6.68× 10−6 6.68× 10−6

ED by DECRA 1.74× 10−2 6.42× 10−5 6.42× 10−5

ES by DECRA 3.03× 10−3 7.23× 10−6 7.23× 10−6

ED by MCR 3.67× 10−2 8.36× 10−5 8.36× 10−5

ES by MCR 3.03× 10−3 7.23× 10−6 7.23× 10−6

た手法），DECRA[16]，MCR[15]の三種類で行った．行列分解により得られた拡
散係数の推定誤差EDは

ED =
1

K

K∑
k=1

|D̃k − D̄k| (4.13)

を用いて評価する．ここで，D̃kは真の拡散係数，D̄kは推定した拡散係数を表し
ている．行列分解により得られたスペクトル行列の推定誤差ESは

ES =
1

K

K∑
k=1

(
1− sTk s̄k

||sk||||s̄k||

)
(4.14)

により評価する．ここで，skは真のスペクトル行列 Sの k番目の列ベクトル，s̄k
はスペクトル行列の推定解 S̄の k番目の列ベクトルをそれぞれ表している．
雑音の値とスペクトルの平行移動量の値を変えて 10回試行した際の観測行列の
補正誤差 ERと補正した観測行列から推定した拡散係数とスペクトル行列の誤差
EC，ESの値を表 4.1に示す．また，参考として全く補正を行わなかった場合の観
測行列に対する結果も併せて示している．結果から，提案手法により補正した観
測行列は補正誤差の値が手動で補正した観測行列の補正誤差と同じ値となってい
る．それぞれの補正を行った観測行列から推定された拡散係数とスペクトル行列
の誤差についても，提案手法と手動での補正は同じ結果となった．このことから，
提案手法は提案手法は手動での補正と同程度の精度でスペクトルの平行移動歪み
を補正することが可能であると示された．
続いて，次小節において実際に測定したDOSYデータに対する提案手法の有用

性を確認する．

4.3.2 実データを用いた実験

実際のDOSY測定により観測されたスペクトルの平行移動歪みをもつ観測行列
に対する提案手法と手動補正の性能を比較する．手順としては，観測行列に前処
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図 4.4: 実データのm = 1におけるスペクトル

理として提案手法もしくは手動による補正を行い，得られた補正済みの観測行列
を行列分解して得られるスペクトルを実際の分子のスペクトルと比較する．ここ
で，行列分解手法としてDOSY曲線差分法を用いた．
本実験で使用する試料として 20 mg α-シクロデキストリン，20 mg D-グルコー

スを 0.6 mLD2Oに溶解した溶液を用いる．PGSE-NMRの測定条件は拡散時間∆

が 0.4秒，パルス勾配磁場の幅 δが 1.6ミリ秒，パルス勾配磁場強度の数M が 8，
強度の増加量∆gが 0.0089Tm−1，磁気回転比 γが 267.513 × 106rad s−1 T−1であ
る．また，スペクトルはサンプル点数Nが 6050点のデータであり，前処理として
位相補正やベースライン補正が行われているものとする．参考として，測定によ
り得られた観測行列の一行目，すなわちm = 1の測定により観測されたFID信号
のスペクトルの実部を図 4.4に示す．図中の縦軸はスペクトルの実部の値を，横軸
は ppm(Parts per million)を表している．ppmとは NMR解析で用いられる周波
数の単位であり，ある基準周波数で正規化した周波数である．
それぞれの補正手法により補正した観測行列から推定したα-シクロデキストリ

ンのスペクトル，補正しなかった行列から推定したα-シクロデキストリンのスペ
クトル，α-シクロデキストリンを単体でNMR測定した場合のスペクトルを図 4.5

に示す．同様に，それぞれの補正手法により補正した観測行列から推定したD-グ
ルコースのスペクトル，補正しなかった行列から推定したD-グルコースのスペク
トル，D-グルコースを単体でNMR測定した場合のスペクトルを図 4.5に示す．結
果をみると，補正を行わなかった場合に得られるスペクトルでは大きな誤差成分
が生じてしまっているが，提案手法による補正と手動による補正を行ったデータ
では誤差成分が低減されていることが確認される．提案手法による補正と手動に
よる補正の結果を見比べると大きなピーク成分についてはほとんど同じ結果が得
られていることが見て取れる．このことから，提案手法は実データに対しても手
動による補正と同程度の補正結果が得られることが示された．
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(4)  補正なしの観測行列から推定したスペクトル
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(2) 手動で補正した観測行列から推定したスペクトル

(3)  提案手法で補正した観測行列から推定したスペクトル
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図 4.5: 推定したα-シクロデキストリンのスペクトル
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(1) D-グルコース単体のスペクトル

(4)  補正なしの観測行列から推定したスペクトル

(2) 手動で補正した観測行列から推定したスペクトル

(3)  提案手法で補正した観測行列から推定したスペクトル
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図 4.6: 推定したD-グルコースのスペクトル
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4.4 まとめ
DOSY測定データにおいて発生するスペクトルの平行移動歪みを自動的に除去

する手法を提案した．提案手法では，観測したスペクトルに対するローレンツ関数
のフィッティングにより歪みの平行移動量を推定することで自動で補正を行うこと
が可能となった．疑似データと実データを用いた実験によって，提案手法とDOSY

曲線差分法を組み合わせることで，スペクトルの平行移動歪みを持つDOSY測定
データに対しても高精度な行列分解を実現した．
今後の予定としては，スペクトルの平行移動量が定数倍で表せられないような

場合の観測行列に対する補正精度の向上を行う予定である．
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第5章 不均一磁場を考慮した高速行
列分解法

本章では，DOSY測定データの行列分解手法において問題となる，磁場不均一
性によるDOSY曲線の歪みについてと磁場不均一性を考慮した高速な行列分解手
法について述べる．

5.1 磁場の不均一性
DOSYのデータ測定のために行う PGSE-NMR測定では，試料に静磁場と勾配

磁場を印加する必要がある．理想的には，試料に対して空間的に均一な強度の磁場
の印加が求められるが，実際には測定機器の物理的な制約により空間的に不均一
な強度の磁場となる．磁場の空間的な不均一性による影響は信号の歪みとなって
現れ，観測行列の行列分解精度の悪化の要因となる．先行研究 [10, 20]によれば，
磁場の不均一性による歪みを受けた FID信号のスペクトルを，DOSY曲線を多項
式をベキ項とする指数関数により表現したモデル

ŷ(m,n) =
K∑
k=1

ĉ(m, D̃k)Sk((n− 1)∆f ) + vm(n) (5.1)

ĉ(m, D̃k) = e−
∑Q

q=1 αqD̃
q
k(m−1)q (5.2)

によって表すことで，行列分解精度の向上に成功している．ここで，Qは多項式
の次数を表し，αq, (q = 1, . . . , Q)は多項式の係数を表している．ただし，Qと αq

の値は，水などの既知の分子をあらかじめ測定することにより得ることができる
ため，既知の値とみなすことができる．式 (5.1)を行列表記すると

Ŷ = ĈST +V (5.3)

と表される．ここで，Ŷ ∈ RM×N と Ĉ ∈ RM×K はそれぞれ {Ŷ}i,j = ŷ(i, j)と
{Ĉ}i,j = ĉ(i, D̃j)と定義される行列である．
磁場の不均一性を考慮すると，DOSYのための行列分解手法は式 (5.3)の信号モ

デルに基づいた手法がより適切である．MCRなどの繰り返し最適化に基づく手
法では，目的関数を (5.3)のモデルに基づいた形式へと変更することで容易に対応
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が可能となっている．一方で，直接的に方程式を解く手法であるDECRAでは式
(5.3)に基づいたモデルへの変更が難しく，磁場の不均一性の影響を受けた観測行
列を扱うことが難しい．
この問題に対して，次節では方程式を直接的に解く手法であるDOSY曲線差分

法（第三章で提案した手法）を改良し，(5.3)を考慮した高速な行列分解手法を提
案する．

5.2 磁場の不均一性を考慮した高速な行列分解手法
本節では，磁場が不均一な場合の DOSY曲線 (5.2)モデルに基づいた方程式を

直接的に解くことで推定を行う手法を提案する．
さて，提案手法では，行方向への差分演算を行うM − 1×M 行列

F =


−1 1 0 · · · 0 0

0 −1 1 · · · 0 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 0 0 · · · −1 1

 (5.4)

を用いて，Ĉの行方向への差分を取った行列FĈを考える．このとき，FĈの (i, j)

要素は {
FĈ
}

i,j
= ĉ(i+ 1, D̃j)− ĉ(i, D̃j)

= (e−
∑Q

q=1 αqD̃
q
jTq(i)−1)ĉ(i, D̃j)

= h(i, D̃j)ĉ(i, D̃j) (5.5)

と表すことができる．ただし，式 (5.5)の導出の過程で

iq = (i− 1 + 1)q,

= (i− 1)q +

q−1∑
l=0

qCl(i− 1)l

= (i− 1)q + Tq(i) (5.6)

と

ĉ(i+ 1, D̃j) = e−
∑Q

q=1 αqD̃
q
j i

q

= e−
∑Q

q=1 αqD̃
q
j {(i−1)q+Tq(i)}

= e−
∑Q

q=1 αqD̃
q
jTq(i)ĉ(i, D̃j) (5.7)

を用いた．ここで，Tq(i)は Tq(i) =
∑q−1

l=0 qCl(i− 1)lと定義される値を，qClは二

項係数を表している．また，h(i, D̃j)は h(i, D̃j) = e−
∑Q

q=1 αqD̃
q
jTq(i) − 1と定義され
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る関数である．式 (5.5)の表現を全ての要素に適用することで，行列FĈについて
の方程式

FĈ = H ◦ (ZĈ) (5.8)

が得られる．ここで，◦はアダマール積を表している．また，Z ∈ RM−1×M と
H ∈ RM−1×K はそれぞれ

Z =
[
IM−1 0M−1

]
(5.9)

{H}i,j = h(i, D̃j) (5.10)

と定義される行列である．ただし，IM−1はM − 1次単位行列を，0M−1は全ての
要素が 0であるM − 1次元ベクトルを表している．また，ZはHとの行数を一致
させる役割をもつ演算行列である．アダマール積により表されている方程式 (5.8)

を行列の積と和の形で表現するために，本論文では，行列Hを h(i, D̃j)の iに関
するマクローリン展開を用いて近似を行う．h(i, D̃j)の iに関するマクローリン近
似は

h(i, D̃j) ≈
U∑

u=0

1

u!
hu(0, D̃j)i

u (5.11)

と与えられる．ただし，U は近似次数であり，hu(i, D̃j)は

hu(i, D̃j) =
∂u

∂iu
h(i, D̃j) (5.12)

と定義されるh(i, D̃j)の iに関する u階偏導関数である．よって，Hの近似表現は，
ベクトル gu ∈ RM−1と ru ∈ RK をそれぞれ

gu =
[
1u · · · (M − 1)u

]T
(5.13)

ru =
[

1
u!
hu(0, D̃1) · · · 1

u!
hu(0, D̃K)

]T
(5.14)

と定義すれば，

H ≈
U∑

u=0

gur
T
u (5.15)

と記述できる．アダマール積の分配法則とHの近似表現 (5.15)より，式 (5.8)を近
似した方程式

FĈ =

(
U∑

u=0

gur
T
u

)
◦ (ZĈ) (5.16)

=
U∑

u=0

{
(gur

T
u ) ◦ (ZĈ)

}
(5.17)
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を得る．ここで，行列Gu ∈ RM−1×M とΛu ∈ RK×K を

Gu =
[
diagM−1 {gu} 0M−1

]
(5.18)

Λu = diagK {ru} (5.19)

と定義すると，(gur
T
u ) ◦ (ZĈ)は

(gur
T
u ) ◦ (ZĈ) = GuĈΛu, (5.20)

と書き換えることが出来るため，式 (5.17)は

FĈ =
U∑

u=0

GuĈΛu (5.21)

と表現できる．一方で，Ĉの列空間と Ŷの列空間は等しいため，Ŷの非零特異値
を大きい順で並べたときに，上位K個の特異値に対応する左特異ベクトルを列に
持つ行列を B̂とすると，Ĉは

Ĉ = B̂X̂ (5.22)

のように表すことができる．ここで，X̂ ∈ RK×K は適当な正則行列である．式
(5.22)より，Ĉは X̂を求めることで推定することができる．X̂を求めるために，式
(5.22)を式 (5.21)に代入することで，正則行列 X̂に関する方程式

FB̂X̂ =
U∑

u=0

GuB̂X̂Λu (5.23)

を得る．
しかしながら，この方程式は解くことが困難であるため，本論文ではΛuの要素

に対して一次関数近似を行うことにより後述する固有値分解形式への変換を行う．
このとき，Λuの要素に対するより一般的な近似方法として，µ次関数を用いた近
似を行うことが考えられる．本論文で行う一次関数近似の議論は µ = 1とした場
合に対応するが，µ ≥ 2の場合には式 (5.22)の X̂を解析的に求めることが困難と
なる．これについては，µ = 2の場合を例に取って付録Aにて説明を行っている
ので参照されたい．
Λuの全ての対角要素 k，(k = 1, · · · , K)に対して，二つの係数 βu，γuを用いた

次の近似式

{Λu}k,k ≈ βu{Λ0}k,k + γu, ∀k (5.24)

を考える．このとき，最適な係数 βu，γuは最適化問題

min
β,γ

||Λu − βΛ0 − γIK ||2F (5.25)
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を解くことで与えられる．ここで，Λuが対角行列あることを考慮すると，式 (5.25)は

min
w

||ru −Rw||22 (5.26)

と書き直すことができる．ただし，wはw =
[
β γ

]T
と定義したベクトル，R ∈

RK×2はR =
[
r0 1K

]
と定義した行列である．また，1Kは全ての要素が1であるK

次元ベクトルである．従って，最適な係数βu，γuからなるベクトルwu =
[
βu γu

]T
は

wu =
(
RTR

)−1
RTru (5.27)

と計算される．ただし，式 (5.27)を計算するためには ru，(u = 0, . . . , U)の具体
的な値が必要となる．全ての ruの値を決定するためには拡散係数 D̃kの値が必要
となるが，式 (5.27)を計算する段階では未知である．従って，全ての ruの値を計
算する方法の一つとして，何らかの手法で得られた拡散係数の推定値を代用して
計算する手法が考えられる．本論文では ruのための拡散係数推定法としてDOSY

曲線差分法を使用した．
こうして計算された最適な係数 βu，γuを用いて，式 (5.23)の右辺を近似した方

程式

FB̂X̂=
U∑

u=0

GuB̂X̂ (βuΛ0 + γuIK)(
F−

U∑
u=0

γuGu

)
B̂X̂=

(
U∑

u=0

βuGu

)
B̂X̂Λ0 (5.28)

が得られる．
ここで，式 (5.24)の近似精度を高めるためには，式 (5.24)において，kごとに異

なる係数 βuと γuを求めることが好ましい．しかしながら，kごとに異なる係数を
用いると，後述する固有値分解形式への変形が不可能となってしまう．このため，
本論文では，式 (5.24)のように，係数 βuと γuを kによらない値として近似を行っ
ている．
式 (5.28)の両辺に (

∑U
u=0 βuGu)B̂の一般逆行列と X̂の逆行列を乗ずることで，

式 (5.28)は以下の固有値分解問題{(
U∑

u=0

βuGu

)
B̂

}+(
F−

U∑
u=0

γuGu

)
B̂ = X̂Λ0X̂

−1
(5.29)

へと書き直すことができる．式 (5.29)より，X̂の推定解 X̄は式 (5.29)の左辺を固
有値分解することにより求めることができる．DOSY曲線行列の推定解 C̄は X̄を
用いて

C̄ = B̂X̄ (5.30)
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図 5.1: 提案手法のフローチャート

で与えられる．ただし，式 (5.2)より Ĉの第一行目の要素は全て 1であるため，推
定したDOSY曲線行列 C̄の第一行目が 1となるように各列ベクトルをその第一要
素で割る操作を行う．こうして得られた C̄を用いて，スペクトル行列の推定解 S̄

は

S̄ =

((
C̄

T
C̄
)−1

C̄
T
Ŷ

)T

(5.31)

のように求められる．提案手法の流れをフローチャートにまとめ，それを図 5.1に
示す．
ここで，提案手法の推定解について考えると，提案手法による推定されたCと

Sは最適化問題

min
C,S

||Ŷ−CST||F (5.32)

の解となる．これについての詳細は付録Bにて議論しているため，参照されたし．
このことは，提案手法が (5.32)の最適化問題を行列演算のみによって解く手法であ
るといえる．以上の議論から，提案手法は推定精度に大きく影響を与えるCとSの
初期値が不要であることが利点である．一方で，提案手法は X̂の推定を，式 (5.24)

の近似を行うことで得られる固有値分解問題 (5.29)を解くことで行う．従って，提
案手法は推定精度が式 (5.24)の近似精度に依存してしまうという点を欠点として
いる．ここで，提案手法が磁場が均一な場合に対しての処理を含んでいることを述
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べる．磁場が均一な場合のDOSY曲線のモデル式 (2.14)は式 (5.2)のDOSY曲線
モデルにおいて多項式次数Qが 1である場合に相当する．このとき，行列Hの要
素を表す関数 h(i, D̃j)は iに対して定数となる．よって，h(i, D̃j)の iに対する一階
以上の偏導関数 hu(0, D̃j)，(u > 0)は 0となるため，式 (5.23)の右辺はG0BXΛ0

の項のみとなる．これは，DOSY曲線差分法でXを求めるために用いられる方程
式 (3.10)と一致する．以上のことから，提案手法はDOSY曲線差分法を含んでお
り，DOSY曲線差分法をより一般的なモデルへと拡張した手法であるといえる．
次節では，磁場不均一性を考慮した場合の疑似データを用いた実験を行い，提
案手法の有用性を確認する．

5.3 実験
本節では，磁場が不均一な場合の観測行列を模したデータに対して行列分解
手法の精度と処理に要する時間を比較する．使用した行列分解手法は提案手法，
DECRA[16]，MCR[15]，DOSY曲線差分法を使用した．
実験では分子ごとのスペクトル Skを

Sk(n) =

Pk∑
p=1

σk,pAk,p

σ2
k,p + 4π2 ((n− 1)∆f − fk,p)

2 (5.33)

を用いて生成した．ここで，Pkはピーク数，Ak,pは振幅，σk,pは減衰率，fk,pは中
心周波数をそれぞれ表している．ただし，本論文で行う実験では信号のサンプリ
ング周波数Fsを 1Hzとしている．また，観測信号の Signal-to-Noise比（SNR）は

SNR = 10 log10
yT
MyM

vT
MvM

(5.34)

により定義する．ここで，yM ∈ RNはDOSY曲線行列とスペクトル行列の積 ĈST

のM行目の行ベクトルを，vM ∈ RN は雑音行列VのM行目の行ベクトルをそれ
ぞれ表している．それぞれの手法の推定精度の評価量として，DOSY曲線行列の
推定誤差とスペクトル行列の推定誤差を用いる．DOSY曲線行列の推定誤差は

EC =
K∑
k=1

||ck − c̄k||22
||ck||22

, (5.35)

により求めた．ここで，ckと c̄kはそれぞれ真のDOSY曲線行列と推定したDOSY

曲線行列の k列目の列ベクトルを表している．また，スペクトル行列の推定誤差は

ES =
K∑
k=1

||sk − s̄k||22
||sk||22

. (5.36)
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表 5.1: 実験で用いたスペクトルの振幅，中心周波数，減衰率の条件

p = 1 p = 2 p = 3

A1,p 0.4 0.79 -

f1,p 0.32 0.64 -

σ1,p 0.037 0.037 -

A2,p 0.73 0.28 0.6

f2,p 0.88 0.39 0.35

σ2,p 0.014 0.037 0.014

により求めた．ここで，skと s̄kはそれぞれ真のスペクトル行列と推定したスペク
トル行列の k列目の列ベクトルを表している．それぞれの手法の処理に要する実
時間 [秒]は実験に使用したMatlabの組み込み関数である tic関数と toc関数を用
いて評価した．
MCRの初期値にはDECRAによる推定解を用いた．また，MCRのアルゴリズ

ムパラメータは最大更新回数を 1000回，繰り返し終了のための閾値を 10−15に設
定した．
次小節では，提案手法のマクローリン近似次数Uの違いによる性能の比較を行う．

5.3.1 Uを変えた場合の実験

本節では，提案手法のマクローリン近似次数U を変えた場合に推定誤差に与え
る影響を検証した．また，ruの計算に用いる拡散係数 D̃kに真値を使用した場合
とDOSY曲線差分法による推定値を使用した場合の推定精度の比較も行った．
実験に用いたデータのサイズは磁場勾配強度の数Mを 24，FID信号のサンプル
点数N を 213とした．分子種の数K は 2として，拡散係数 D̃kの値は D̃1 = 0.1，
D̃2 = 0.2とした．分子ごとのスペクトルのピーク数 Pk は P1 = 2，P2 = 3とし
た．また，その他のスペクトルのパラメータAk,p，fk,p，σk,pの値は表 5.1に示し
ている．DOSY曲線モデルの多項式は次数 Qを 2，係数をそれぞれ α1 = 0.93，
α2 = −9.78× 10−3と設定した．また，観測信号の SNRは 40dBに設定した．試行
ごとに雑音を変えて 50回試行した場合のDOSY曲線行列とスペクトル行列の推定
誤差の平均値を図 5.2に示す．図の横軸はマクローリン近似の次数 U を，縦軸は
対数軸で推定誤差を表している．各線は，左向き三角と右向き三角がそれぞれ提
案手法によるECとESの平均値，アスタリスクとひし形がそれぞれ βuと γuの計
算時に真の D̃kを使用した提案手法によるEC とESの平均値を表している．
図を見ると，次数 U の違いに対して，EC と ES はどちらもほとんど変化して

いないことが分かる．真の D̃kを計算に用いた場合においては，U = 2のときに
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図 5.2: 近似次数 U による推定誤差の変化

U = 1のときと比べてわずかにECの値が減少しているが，U = 2よりも高い次数
ではほとんど同じ推定誤差のままで変化が起こらなかった．また，真の D̃kを計算
に用いた場合と推定した D̃kを用いた場合を比較すると，ECの値は推定値を用い
た場合よりも全ての次数 U において 1/10程度に減少しているが，ESの値はほど
んど同じ値となった．上記をまとめると，推定値を用いた場合のEC の値も 10−6

と小さい値であり，ESの値もほとんど変わらないことから，ruの計算にDOSY曲
線差分法により推定した D̃kを用いても十分な精度が得られることが確認できた．
続いて，SNRの違いによる推定精度の比較を従来手法と行った．

5.3.2 SNRを変えた場合の実験

信号の SNRを変えたときの提案手法の推定誤差を既存手法 [16, 15]及びDOSY

曲線差分法と比較する．実験で用いた SNRの値は 20dB，30dB，40dB，雑音なし
(∞dB)の 4種類を使用した．その他の信号の条件は 5.3.1の実験と同様の条件を
使用した．また，提案手法のマクローリン近似の次数Uは 5.3.1の実験を考慮して
U = 3とした．図 5.3に，試行ごとに雑音を変えて 50回試行した場合のDOSY曲
線行列とスペクトル行列の推定誤差の平均値を示す．図の横軸は SNRを，縦軸は
対数軸で推定誤差を表している．各線は，十字と×字がそれぞれ DECRAによる
ECとESの平均値，丸と四角がそれぞれMCRによるECとESの平均値，上向き
三角と下向き三角がそれぞれDOSY曲線差分法によるECとESの平均値，左向き
三角と右向き三角がそれぞれ提案手法によるEC とESの平均値を表している．
図を見ると，DECRAとDOSY曲線差分法では，SNR=30dBのときにSNR=20dB

と比べてわずかにESの値が減少しているのを除いて，ほとんど一定の推定誤差と
なった．一方で，提案手法とMCRは SNRが向上するに伴いESとECの値がどち
らも減少することが確認できた．特に，ESの値については，MCRでは SNRが向
上しても推定誤差はあまり減少しないが，提案手法では大きく減少している．一
方で，EC の値については，提案手法は SNRが向上しても推定誤差があまり減少
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図 5.3: SNRによる推定誤差の変化

しないが，MCRでは大きく減少した．提案手法の推定誤差がMCRの推定誤差を
下回るのは，SNR=∞dB（雑音なし）の場合のECと SNR=20dBの場合のESの
みとなっているが，その差はわずかとなっている．一方で，SNR=∞dB（雑音な
し）の場合のESと SNR=20dBの場合のECは，MCRよりも提案手法の方が大幅
に小さい値となっている．以上のことから，提案手法は SNRによらずECとESの
どちらも高精度に推定することが可能といえる．
次小節では，より複雑な条件の観測信号に対する推定誤差および処理時間を既

存手法と比較する．

5.3.3 複雑な観測信号に対する実験

最後に，スペクトルとDOSY曲線の条件が異なるいくつかの信号を用いて提案
手法の推定誤差と処理に要する実時間を既存手法 [16, 15]及びDOSY曲線差分法
と比較した．実験に用いたデータのサイズは磁場勾配強度の数Mを 24，サンプル
点数N を 213とした．分子種の数K は拡散係数 D̃kの値と合わせてパターン (A)

から (F)までの 6種類用意した．これらのうち，(A)と (B)がK = 2，(C)と (D)

が K = 3，(E)と (F)が K = 4である．また，それぞれのパターンにおける拡
散係数の値を表 5.2に示す．多項式係数 αqは多項式次数Qと合わせて 2種類のパ
ターンを使用した．それぞれ，{α1, α2} = {0.93,−9.78×10−3}，{α1, α2, α3, α4} =

{0.93,−9.78× 10−3,−3.83× 10−4, 2.51× 10−5}である．分子ごとのスペクトル Sk

はスペクトルのパラメータAk,p，σk,p，fk,pを試行ごとに一様分布に従うランダムな
値を用いて生成した．それぞれのパラメータの取りうる範囲はPkが [10, 20]，Ak,p

が [0.2, 1]，σk,pが [10−3, 10−2]，fk,pが [0.05, 0.45]である．また，観測信号の SNR

は 40dBとした．5.3.2のシミュレーションと同様に，提案手法におけるマクロー
リン近似次数 U は 3とした．
多項式次数Q = 2のときのDOSY曲線の推定誤差を図 5.4に，スペクトル推定

誤差を図 5.5に示す．多項式次数Q = 4のときの DOSY曲線の推定誤差を図 5.6
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表 5.2: 各信号パターンで用いる拡散係数の値

D̃1 D̃2 D̃3 D̃4

(A) 0.1 0.2 - -

(B) 0.25 0.5 - -

(C) 0.1 0.5 1 -

(D) 0.25 0.5 0.75 -

(E) 0.08 0.1 0.2 0.5

(F) 0.25 0.5 0.75 1
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図 5.4: 多項式次数Q = 2のときのDOSY曲線行列の推定誤差

に，スペクトル推定誤差を図 5.7に示す．ただし，パターン (F)の信号ではMCR

の最適化において解が発散したため，MCRの結果の表示が不能であり表記してい
ないことに注意されたい．
処理時間については，多項式次数Q = 2のときの処理時間を表 5.3に，Q = 4の

ときの処理時間を表 5.4に示す．図の場合と同じく，パターン (F)の信号における
MCRの結果は表示が不能であるため，∗と表記している．
推定誤差の図を見ると，磁場が不均一な場合のDOSY曲線モデルを考慮してい

ないDECRAとDOSY曲線差分法では推定誤差が大きいが，提案手法とMCRは

表 5.3: 多項式次数Q = 2のときの処理時間 [秒]

(A) (B) (C) (D) (E) (F)

DECRA 1.161 1.158 1.161 1.162 1.161 1.159

MCR 115.6 68.20 96.80 247.1 16.49 ∗
DOSY曲線差分法 0.033 0.033 0.033 0.033 0.034 0.034

提案手法 0.047 0.046 0.045 0.045 0.046 0.046
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図 5.5: 多項式次数Q = 2のときのスペクトル行列の推定誤差
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図 5.6: 多項式次数Q = 4のときのDOSY曲線行列の推定誤差

小さい推定誤差を有しており，Q = 2における信号パターン (A)から (D)では，提
案手法の Ĉと Sの推定誤差はMCRと同程度の誤差となっている．前述のパター
ンとは異なり，パターン (E)では全ての手法で推定誤差が大きくなっている．これ
は，信号パターン (E)では 0.08と 0.1という非常に値の近い拡散係数を持つ二つ
のDOSY曲線を含むため，推定が難しい問題であることが理由であると考えられ
る．特に，パターン (E)では，提案手法よりもDOSY曲線差分法の方が高精度な
推定を行っている．このことは，信号に含まれる分子種数Kが大きいことと拡散
係数 D̃kが近い値を持つことから，式（5.24）の近似が十分な精度で行われなかっ

表 5.4: 多項式次数Q = 4のときの処理時間 [秒]

(A) (B) (C) (D) (E) (F)

DECRA 1.158 1.159 1.160 1.162 1.155 1.155

MCR 101.6 63.56 93.53 258.8 18.00 ∗
DOSY曲線差分法 0.033 0.033 0.033 0.033 0.033 0.033

提案手法 0.046 0.046 0.044 0.045 0.045 0.045
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図 5.7: 多項式次数Q = 4のときのスペクトル行列の推定誤差

たことで，推定誤差が大きくなってしまったと推測される．パターン (E)の結果に
対して，K = 4のもう一つのパターンであるパターン (F)では，提案手法が最も
良い推定結果となっている．特に，MCRは解が発散してしまい推定不可能となっ
てしまったのに対して提案手法は推定が可能となっている．このことは，MCRで
は分子種数Kが高いと初期値や拡散係数の組み合わせによっては推定できない場
合があるのに対して，提案手法は安定して推定を行うことが可能であることを示
している．
一方で，Q = 4においては，提案手法の推定精度がQ = 2よりも悪化しており，

DOSY曲線行列Cの推定誤差に関してはMCRの方が提案手法よりも推定精度が
低くなっている．特に，パターン (C)ではMCRの推定誤差は提案手法よりも 1000

倍近く小さい値を示している．
次に，各手法の推定に要した時間を比較すると，DECRA，DOSY曲線差分法，

提案手法はどの条件に対してもほぼ同じ時間で推定が出来ている．それに対して，
MCRは条件によって処理時間が大きく変化しているのが分かる．提案手法では，
DOSY曲線差分法を一度行うため，DOSY曲線差分法よりも遅いが DECRAと
MCRよりも早く推定出来ている．特に，MCRに対しては 1000倍以上早くなって
いることが分かる．
今回の結果では，Q = 2においては提案手法の有効性が示されたが，Q = 4にお

いてはMCRの方が提案手法よりも高精度な推定結果となることが示された．しか
しながら，表 5.4に示すようにMCRの処理時間は非常に長く実用上問題となる．
そこで，Q = 4の条件において，解の更新を提案手法と同程度の処理時間を過

ぎた時点で打ち切った場合の解を推定解としたMCRと提案手法の比較を行った．
ただし，MCRの一回の更新に要する処理時間は提案手法のそれよりも長いため，
今回は処理時間が 1秒を過ぎた場合にこれの更新を打ち切ることとした．また，表
5.4に示したように，提案手法に関しては 1秒未満で推定が完了していることを付
記しておく．
更新を途中で打ち切ったMCRの推定誤差と提案手法の推定誤差を図 5.8と図 5.9

に示す．また，今回の比較においてもスペクトルのパラメータと雑音を試行ごと
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図 5.8: Q = 4における提案手法と 1秒を超えた時点で更新を打ち切ったMCRの
DOSY曲線行列の推定誤差
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図 5.9: Q = 4における提案手法と 1秒を超えた時点で更新を打ち切ったMCRの
スペクトル行列の推定誤差

に変化させているため，提案手法の結果は図 5.6と図 5.7の結果と異なることを付
記しておく．図 5.8と図 5.9の結果より，いずれのパターンにおいても提案手法の
方が推定誤差が小さくなった．これにより，提案手法に要する処理時間よりも長
い時間，すなわち 1秒でMCRの更新を打ち切った場合において，MCRの推定精
度は提案手法のそれよりも劣化することが確認された．
以上をまとめると，多項式次数Qが小さい場合には提案手法はMCRと同程度
の精度で推定が可能であることがいえる．一方で，多項式次数Qが大きい場合に
はMCRの方が高精度の推定が可能である．しかしながら，MCRでは高精度な解
を得るために非常に長い処理時間を必要としてしまう．それに対して，提案手法
は非常に短い時間での推定が可能である．また，推定精度については，処理時間
を 1秒強に制限したとき，提案手法は最も良い結果となることが示された．

5.4 まとめ
DOSYにおいて磁場が不均一な場合のデータを処理可能な直接的に方程式を解
くことで推定する新しい手法を提案した．提案手法はDOSY曲線の差分方程式に
基づく行列方程式をマクローリン近似と一次関数近似によって固有値分解問題と
して解くことで推定を行う．また，一次関数近似のための最適な係数を計算する
方法も提案した．さらに実験により，繰り返し最適化に基づく手法であるMCRと
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比べてはるかに高速に推定が可能であることが示された．また，推定誤差につい
ては，多項式次数Qが小さい場合には同程度であり，多項式次数Qが大きい場合
においても同じ処理時間であれば提案手法の方が高精度に推定可能であることを
示した．
提案手法はDOSY曲線の差分方程式を近似することで高速な行列分解を可能と

しているため，推定精度は近似精度に依存してしまう．今後は，近似精度を改善
する適切な基底の決定方法とそれを用いた新しい手法の提案を行う予定である．
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第6章 結論

本研究では，DOSYのための行列分解手法を高速かつ高精度に行うため，DOSY

曲線の差分方程式と固有値分解を利用した手法について検討した．本論文では，大
きく三つの成果を示した．
まず，観測行列の行列サイズの縮小とDOSY曲線の差分方程式を利用すること

で，行列サイズが大きいデータに対しても高速な行列分解手法を実現した．これを
DOSY曲線差分法とする．計算量についての解析を行い，従来手法であるDECRA

の計算量O(N2)に対して提案手法はO(N)となることを示した．計算機上で作成
した疑似データと実際の測定により得られた実データを用いた実験により，これ
をDOSY曲線差分法はDECRAよりもはるかに高速に行列分解を処理可能であり，
サンプル点数が 220という極端に大きな場合においても 1秒以内での処理可能であ
ることを示した．
次いで，DOSY曲線差分法において問題となるスペクトルの周波数軸上での平
行移動による歪みに対して，行列分解手法の前処理として，スペクトルのモデル
関数をフィッティングすることでずれを自動的に除去する手法を提案した．疑似
データと実データを用いた実験により，手動による補正と同程度の精度で平行移
動歪みの補正が可能であることを示した．
最後に，磁場の不均一性によるDOSY曲線差分法の精度低下問題に対して，磁

場の不均一性を考慮した高速な行列分解手法を提案した．この手法では，磁場の
不均一性を考慮した信号モデルをマクローリン近似と一次関数近似を組み合わせ
ることでDOSY曲線差分法に導入した．これを提案手法２とする．疑似データを
用いた実験により，同じ処理時間であれば，従来手法よりも高精度に処理が可能
であることを示した．
今後は，分子種数Kが大きい測定試料に対する提案手法の拡張や提案手法２に
おける近似方法の改善といったより実用的な手法への改善が望まれる．特に，提
案手法２において多項式の次数Qが大きい場合に起こる精度の低下に対して，近
似方法の改善や一次関数近似のための係数の計算法などの改良が重要である．
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付 録A 磁場不均一性を考慮したア
ルゴリズムにおけるΛuの近
似について

磁場不均一性を考慮した高速アルゴリズムにおける Λuの近似において，µ ≥ 2

の場合の式展開について考察する．
まず，µ = 2として行った場合，すなわち二次関数で近似した場合を考える．こ

れは，Λuを

Λu ≈ θuΛ1 + βuΛ0 + γuIK (A.1)

と近似することに対応する．式 (A.1)の近似を用いて，式 (5.23)から式 (5.28)への
変形を行うと

FB̂X̂=
U∑

u=0

GuB̂X̂(θuΛ1+βuΛ0+γuIK) (A.2)

(
F−

U∑
u=0

γuGu

)
B̂X̂

=

(
U∑

u=0

βuGu

)
B̂X̂Λ0

+

(
U∑

u=0

θuGu

)
B̂X̂Λ1 (A.3)

となり，右辺に Λ0と Λ1という対角行列を二つ含む方程式となってしまう．よっ
て，式 (A.3)からでは固有値分解を使って X̂を求めることが不可能となる．
以上を考えると，µ ≥ 3の場合も同様の議論により，固有値分解を用いて X̂を

求めることが不可能となるため提案手法では µ = 1を用いている．
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付 録B 最適化問題の観点から見た
磁場不均一性を考慮したア
ルゴリズムの解

磁場不均一性を考慮した高速アルゴリズムによる，DOSY曲線行列Cとスペク
トル行列 Sの推定解について，最適化問題

min
C,S

||Ŷ−CST||F (B.1)

の観点から議論する．
以降の議論のために，Ŷの特異値分解を

Ŷ =
[
B̂ B̂

⊥
] [Ω O

O Ω⊥

][
Ψ

ΨΩ⊥

]
(B.2)

と定義する．ここで，ŶのM個の特異値をω1 ≥ ω2 ≥ · · · ≥ ωM としたときに，Ω

はω1からωKまでの特異値を要素に持つK次対角行列，Ω⊥はωK+1からωM まで
の特異値を要素に持つ (M −K)次対角行列，Oは要素が全て 0である適当なサイ
ズの行列を表している．また，B̂ ∈ RM×KとΨ ∈ RN×Kはそれぞれ ω1から ωKま
での特異値に対応する左特異ベクトルを列に持つ行列と右特異ベクトルを列に持
つ行列を，B̂

⊥
∈ RM×(M−K)とΨΩ⊥ ∈ RN×(M−K)はそれぞれ ωK+1から ωM までの

特異値に対応する左特異ベクトルを列に持つ行列と右特異ベクトルを列に持つ行
列を表している．
式 (B.1)を最小化する解を Ĉと Ŝとしたときに，その積をY∗ = ĈŜ

T
とすれば，

目的関数の最小値は ||Ŷ−Y∗||Fで与えられる．このことから，Y∗は Ŷをランク
Kの行列で近似した場合に近似誤差を最小とする行列を表している．一方で，Ŷ

を近似する最適なランクKの行列は Ŷの特異値分解を用いて

Y∗ = B̂ΩΨT (B.3)

と表現できる．従って，B̂ΩΨT = ĈŜ
T
となり，両辺の行列の列空間が一致するた

め，式 (5.22)が成り立つ．提案手法では，式 (5.29)を解くことで求めた X̂の推定
解 X̄を用いて，式 (5.30)と (5.31)により Ĉと Ŝの推定解 C̄と S̄を求める．この
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とき，推定解 C̄と S̄の積 C̄S̄
Tを考えると

C̄S̄
T

= B̂X̄
(
X̄

T
B̂

T
B̂X̄

)−1

X̄
T
B̂

T
Ŷ

= B̂B̂
T
Ŷ

= B̂B̂
T
[
B̂ B̂

⊥
] [Ω O

O Ω⊥

][
Ψ

ΨΩ⊥

]
= B̂ΩΨ

= Y∗ (B.4)

となるため，C̄と S̄は式 (B.1)を最小とする解である．ただし，式 (B.4)の式展開

において，X̄が正則行列であること，B̂
T
B̂ = IKとなること，B̂

T
B̂

⊥
= Oとなる

ことを利用している．
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