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はじめに

機械の一生にはシミュレーション技術が深
く関わっている。機械を設計・生産するとき
は，変形や応力が基準を満たすかどうかを調
べるためにシミュレーションが用いられてい
る。また，供用中の機械に対しては，補修や
部品交換の必要性を判断するためにシミュレ
ーションが活用されつつある。さらに，災害
や事故などで機械が壊れると，原因究明と対
策のためにシミュレーションが行われること
がある。
変形や応力，つまり連続体の力学現象のシ
ミュレーションには一般に有限要素法が用い
られる。有限要素法では図１のように物体を
複数の要素で分割する。図中の六面体一つ一
つが要素であり，各六面体の頂点が節点であ
る。要素で分割された物体はメッシュと呼ば
れる。有限要素法では，各要素内で物理量の
分布を適当な式で近似することで，支配方程

式を近似的に解く。図１のメッシュの円筒の
両端に１MPaの引張荷重を与えたときの有
限要素法シミュレーションの結果を図２に示
す。色は引張方向の応力を示す。赤色の部分
は応力値が大きく，紫色の部分は応力値が小
さい。また，分かりやすさのために変形を拡
大して可視化した。中央の赤色の部分が大き
く変形していることが分かる。このような単
純形状の物体は瞬く間にシミュレーションで
きるが，現実の機械のシミュレーションでは
必要な要素数・節点数が大きくなり，要素
数・節点数次第では非常に長い計算時間を要
する。例えば，筆者が所属する研究室では約
２ヵ月間の計算時間を要する有限要素法シミ
ュレーションを行ったことがある。ビジネス
の現場では，２ヵ月間は文字通り「待つこと
ができない」ほどに長い時間であろう。
計算時間を大幅に削減する最も有力な方法

有限要素法シミュレーションの
並列計算法
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図１　物体の要素分割（メッシュ）の例
図２　�図１のメッシュを用いた有限要素法シミュレー

ションの結果の例
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の一つが並列計算である。現在，スーパーコ
ンピュータ，ワークステーション，パーソナ
ルコンピュータ，スマートフォンなど，世の
中の計算機の多くは並列計算機である。しか
も，CPU（Central Processing Unit）の複数の
コアを利用することに留まらず，GPU （Graph-
ics Processing Unit）などのアクセラレータを
汎用計算に転用することもある。筆者が所属
する研究室が所有する並列計算機の例を写真
１と写真２に示す。写真１は２つのCPUと
１つのGPUを有する計算機である。それぞ
れのCPUやGPUは複数のコアを有する。写
真２は８台のノードを接続したクラスタであ
る。これらのような並列計算機を活用するこ
とで，「待つことができる」ほどの計算時間
の有限要素法シミュレーションを実現できる
かもしれない。
本稿では，最近の有限要素法シミュレーシ
ョンでよく用いられるいくつかの並列計算法
を紹介し，それぞれの特徴を簡単に説明す
る。そして，実際に各並列計算法を用いて有
限要素法シミュレーションを行い，計算時間
を比較する。以上から，節点数があまり大き
くないメッシュを高速にシミュレーションで
きる手法，それほど高速ではないが節点数が
かなり大きくてもシミュレーションできる手
法など，それぞれの並列計算法が適材適所で
あることを示す。

有限要素法と連立一次方程式

一般に，有限要素法のアルゴリズムの中で
最も計算時間を要する部分は連立一次方程式
の求解である。有限要素法では，要素ごとの
力・変位関係を重ね合わせて全体の連立一次
方程式を作成する。この連立一次方程式を求
解すると節点上の変位が求まる。そして，変
位からひずみや応力を計算する。有限要素法
の連立一次方程式にはいくつかの特徴があ
る。第１に，多くの場合，連立一次方程式の
係数行列は正定値対称行列である。したがっ

て，正定値対称行列向けの連立一次方程式解
法を用いることが合理的である。第２に，連
立一次方程式の未知変数の数はおおよそ節点
数の３倍の値である。３という数字はx，
y，zの三方向の変位や力に対応する。一般
に，未知変数の数が大きくなればなるほど長
い計算時間を要する。第３に，係数行列は疎
行列である。疎行列とは，成分のほとんどが
ゼロである行列のことである。もし疎行列で
あることを考慮しない場合，係数行列の成分
ごとに８Bの倍精度浮動小数点数を用いると
して概算すると１万節点で6.7 GB，10万節点
で670 GBものメモリ容量が必要になる。な
お，現在一般的な計算機のメモリ容量は数
GBから数十GB程度である。
以上の特徴を有する連立一次方程式の解法
として，直接解法と反復解法のそれぞれを紹

写真１　２つのCPUと１つのGPUを有する計算機

写真２　８台のノードを接続したクラスタ
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介する。直接解法の代表として，対称行列に
対して広く用いられているLDL分解法を紹
介する。特に，近年よく用いられる疎行列直
接解法（スパースダイレクトソルバー）を対象
とする。反復解法の代表として，正定値対称
行列では最も一般的である共役勾配法を紹介
する。また，直接解法と反復解法の両方に基
づく領域分割法を紹介する。

疎行列直接解法

直接解法の一つであるLDL分解法では，
連立一次方程式の係数行列Kを

K＝LDLT　　　　　⑴
のように３つの行列の積の形で分解する。た
だし，Lは対角項より上の成分がすべてゼロ
の行列，Dは対角項以外の成分がすべてゼロ
の行列である。係数行列がLTの連立一次方

程式，係数行列がDの連立一次方程式，係
数行列がLの連立一次方程式を順に解くと，
当初の連立一次方程式の解が求まる。特に疎
行列直接解法では，KやLを疎行列として取
り扱うために省メモリである。なお，疎行列
直接解法のプログラミングには線形代数だけ
でなくグラフ理論の高度な知識が必要である
ため，公開されているソフトウェアライブラ
リを利用することが多い。PARDISO （https://

www.pardiso-project.org/） やMUMPS （http://

mumps.enseeiht.fr/）が有名な疎行列直接解法
ライブラリである。
疎行列直接解法の並列化にはネステッドデ

ィセクション法が用いられることが多い。ネ
ステッドディセクション法では，行列の行番
号・列番号を並び替えることで，式⑴のLDL

分解を並列に実行できるような係数行列を作
成する手法である。これもソフトウェアライ
ブラリの利用が一般的であり，METIS（http://

glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis）や
SCOTCH（https://www.labri.fr/perso/pelegrin/

scotch/）が有名である。METISを用いてネス
テッドディセクション法で行番号・列番号を
並び替えた行列の例を図３に示す。黒色が非
ゼロの成分，白色がゼロの成分である。赤色
で囲んだ２つのブロック行列を独立，つまり
並列に処理できる。さらに，青色で囲んだ４
つの部分で４並列，オレンジ色で囲んだ８つ
の部分で８並列となり，再帰的な並列性を有
する。また，黒色の矢印で指した部分は並列
化することができない成分である。図３の行
列をLDL分解すると図４のような行列Lが
得られる。行列Kではゼロ（白色）であった
成分の一部が行列Lでは非ゼロ（黒色）にな
っていることが分かる。これはフィルインと
呼ばれる。疎行列直接解法では，フィルイン
の分だけメモリを多く使用する必要がある。
以上のように，疎行列直接解法は並列化の方
法が複雑であり，また，並列化できない部分
がそれなりに残るため，一般に並列化効率が

図３　�ネステッドディセクション法で行番号・列番号を
並び替えた行列の例

図４　図３の行列をLDL分解すると得られる行列L

並列化可能

並列化不可能
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あまり高くない。つまり，並列プロセス数を
増やしてもそれほど高速にならない。

共役勾配法

共役勾配法は反復解法の一つであり，行
列・ベクトル演算とベクトル・ベクトル演算
の組み合わせを繰返し行うことで収束解を得
る方法である。各反復ステップの中では，一
般に行列・ベクトル積

q＝Kp　　　　　⑵
が最も計算時間を要する。ただし，pおよび
qはベクトルである。この行列・ベクトル積
を図５のように並列に計算する。並列プロセ
スの数だけ行列Kを短冊状に分割し，それ
ぞれのブロックを各並列プロセスが担当す
る。このとき，式⑵の右辺のベクトルpはす
べての並列プロセスから参照されるが，計算
結果の左辺のベクトルqは並列プロセスごと
に分散的に計算される。
同様にして，ベクトル・ベクトル演算の並
列化の方法を説明する。ベクトルの和の並列
化方法を図６に示す。各並列プロセスがベク
トルの一部を担当し，和を計算する。この演
算は並列プロセスごとに完全に分散的に行わ
れるため，並列プロセス間の通信は必要な
い。続いて，ベクトルのスカラー倍の並列化
方法を図７に示す。灰色で表されているスカ
ラーはすべての並列プロセスが同じ値を保持
している。もしすべての並列プロセスがこの
スカラー値を保持していない場合は，並列プ
ロセス間で通信して値をコピーする。そし
て，並列プロセスごとに分散的にベクトルの

一部のスカラー倍を計算する。最後に，ベク
トルの内積の並列化方法を図８に示す。各並
列プロセスがベクトルの一部の内積を計算
し，その後，並列プロセス間で通信すること
でベクトル全体の内積を計算する。
以上のように，共役勾配法は並列化の方法
が単純であるため，一般に並列化効率が高め
である。
また，図５のような行列の分割は図９のよ
うなメッシュの領域分割に対応する。図９は
図１のメッシュをMETISで領域分割したも

図５　行列・ベクトル積の並列化

図６　ベクトルの和の並列化

図７　ベクトルのスカラー倍の並列化

図８　ベクトルの内積の並列化
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のである。４つの色がそれぞれの部分領域を
示している。本質的には同様であるが，行列
の代わりにメッシュを分割する実装方法が用
いられることもある。

領域分割法

領域分割法は直接解法と反復解法の両方に
基づく解法である。領域分割法では，図９の
部分領域ごとに直接解法による有限要素法シ
ミュレーションを繰返し行い，最終的に部分

領域間の連続条件・平衡条件を満たす収束解
を得る。この反復計算には，共役勾配法など
の反復解法の枠組みを適用することができ
る。領域分割法では，部分領域ごとに独立し
た有限要素法シミュレーションを並列に行う
ため，一般に並列化効率が高めである。ま
た，領域分割法では図９のような並列プロセ
スの数だけの領域分割ではなく，図10のよ
うな並列プロセス数以上の領域分割を行うこ
とがある。このアプローチによって，各部分
領域の要素数・節点数を直接解法が得意な範
囲に設定することができる。

各並列計算法の計算時間の比較

図１のメッシュの細かさを変えたものを６
個用意し，それぞれのメッシュに対して各並
列計算法の計算時間を計測した。各メッシュ
の要素数と節点数を表１に示す。疎行列直接
解法には，MUMPSライブラリに基づく自作
プログラムを用いた。共役勾配法と領域分割
法には，オープンソース有限要素法シミュレ
ーションソフトウェアADVENTURE_Solid

（https://adventure.sys.t.u-tokyo.ac.jp/）を用い
た。Intel Core i5-4590 CPUとDDR3-1600メモ
リ16 GBを搭載する計算機を用い，CPUの４
つのコアに対してMPI（Message Passing 

Interface）による４プロセスの並列計算を行
った。
図11に計測した計算時間を示す。横軸が

節点数，縦軸が計算時間である。黒線が疎行
列直接解法，赤線が共役勾配法，青線が領域
分割法を示す。図11の横軸および縦軸の値域
を変えたものを図12に示す。ID 3と ID 3より
節点数が小さいメッシュでは疎行列直接解法
が一番高速である。しかし，ID 4のメッシュ
では疎行列直接解法が一番低速である。さら
に，ID 5と ID 5より節点数が大きいメッシュ
では，メモリ使用量が計算機のメモリ容量を
超過したため，疎行列直接解法ではシミュレ
ーションすることができなかった。一般に，

表１　�計算時間の比較のために使用したメッシュの要素
数と節点数

ID 要素数 節点数
１ 8,448 10,680
２ 26,112 32,880
３ 67,584 76,464
４ 208,896 235,872
５ 540,672 576,096
６ 1,671,168 1,778,880

図９　図１のメッシュを４個の部分領域に分割した例

図10　図１のメッシュを60個の部分領域に分割した例
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直接解法では要素数・節点数が大きくなる
と，計算時間とメモリ使用量が急峻に増大す
ることが知られている。また，共役勾配法と
領域分割法を比較すると，共役勾配法の方が
総じて高速であるが，計算時間の変化の傾向
はよく似ていることが分かる。以上に示した
計算時間は，並列計算法の詳細なアルゴリズ
ムやプログラミング，計算機によって大きく
変わることに注意する。

おわりに

最近の有限要素法シミュレーションでよく
用いられる並列計算法として，疎行列直接解
法，共役勾配法，領域分割法の３つを紹介
し，各並列計算法の計算時間を比較した。疎
行列直接解法は節点数が比較的小さい問題を
高速にシミュレーションできるが，節点数が
大きくなると必要なメモリ容量が非常に大き
くなり，シミュレーションできなくなってし
まう。一方，共役勾配法と領域分割法は節点
数が大きくなっても問題なくシミュレーショ
ンできる。以上のように，節点数に応じて最
適な並列計算法が異なることを示した。
本稿では，特に共役勾配法や領域分割法に
ついては簡単のために最も単純な手法のみを
紹介した。しかし，最新の研究や実用的なソ
フトウェアでは，前処理法という手法を用い
ることで反復計算のさらなる高速化を図って
いることが多い。前処理法の具体的な手法は
多岐にわたっている。興味のある読者は科学
技術計算フレームワークのPETSc（https://

www.mcs.anl.gov/petsc/）やTrilinos（https://

trilinos.org/）の動向を参照されたい。また，
本稿では並列計算機の詳細を省略したが，単
に並列計算機と言ってもノードの数，ノード
あたりのCPUの数，CPUあたりのコアの
数，コアあたりのSIMD（Single Instruction, 

Multiple Data）のway数など，さまざまなレ
ベルの並列性がある。それぞれに対するプロ
グラミングの方法は異なるものであり，ま

た，各並列計算法の向き不向きもある。
2020年度から施行される新学習指導要領で
注目されているプログラミング教育の目的
は，必ずしもプログラミングそのもののスキ
ルを身に付けることではなく，プログラミン
グ的思考力というものを育むことであるらし
い。一方，本記事で対象とした有限要素法シ
ミュレーションは市販ソフトウェアで行われ
ることが一般的であるため，どうしてもブラ
ックボックス的に見られがちであるように筆
者は感じている。並列計算についても，ソフ
トウェアのオプションをオンにすると「よく
分からないまま」に並列計算をしてくれるた
め，中身を意識する機会はあまりないかもし
れない。本稿によって読者が有限要素法など
のシミュレーションの中身を意識し，プログ
ラミング的思考力を養う一助となれば幸いで
ある。

図11　節点数に対する計算時間の変化

図12　図11の横軸および縦軸の値域を変えたもの
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