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はじめに

本論文は，SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型におけるトポロジカルソリトンについての
研究成果をまとめ，詳細な議論を加えたものである。N ≥ 3では，SU(N)対称性をもつ非線型
シグマ模型にいくつかの種類が存在するが，ここでは特に 2種類の模型―ターゲット空間が複
素射影空間CPN−1 = SU(N)/SU(N − 1)×U(1)，そして旗多様体FN−1 = SU(N)/U(1)N−1で
ある非線型シグマ模型―を扱う。それらをそれぞれ，CPN−1非線型シグマ模型，FN−1非線型
シグマ模型と呼ぶ。ただしN = 2の場合には，両者ともよく知られたO(3)非線型シグマ模型
と一致する。

研究背景

SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型は，さまざまな基礎理論の有効模型として盛んに研究
されている。SU(2)対称性を持つ非線型シグマ模型である，O(3)非線型シグマ模型は，強磁性
または反強磁性Heisenberg模型の連続極限において，導出することができる [1]。1次元格子ま
たは 2次元三角格子上のSU(3) Heisenberg模型の場合には，強磁性の場合にCP 2非線型シグマ
模型，反強磁性の場合に F2非線型シグマ模型が導出できることが知られている [2, 3, 4, 5]。さ
らに，3次元立方格子においても，低エネルギーにおける秩序変数空間の考察から，それらの
模型が連続極限において現れると考えられる [6]。また，FaddeevとNiemiらによって，SU(2)
Yang-Mills理論の低エネルギー極限において，O(3)非線型シグマ模型が導出できることが示さ
れている [7, 8]。より高次の SU(N) Yang-Mills理論から有効模型を導出することは未だなされ
ていないが，低エネルギー領域において SU(N) Yang-Mills理論が持つ自由度に関する議論か
ら，CPN−1非線型シグマ模型またはFN−1非線型シグマ模型のどちらかが，その有効模型であ
ると考えられている [9, 10]。
SU(2) Heisenberg模型や SU(2) Yang-Mills理論において，ソリトンが重要な役割を果たすこ
とは，40年以上前から認識されている。SU(2) Heisenberg模型やSU(2) Yang-Mills理論の有効
模型であるO(3)非線型シグマ模型には，大きく分けて 2種類のソリトン解が存在する。1種類
目は，平面上に局在したソリトン，もしくはそれに並進対称性を持たせた柱体である [11, 12]。
それらのうち，平面方向のスケール不変性を持つものを 2次元インスタントン [11]，スケール
不変性が破れているものを baby skyrmionと呼ぶ [12, 13]。Baby skyrmionはFe0.5Co0.5Siなどの
磁性体中に現れることが実験により確認されており，工業的な応用も期待されている [14]。2つ
目は，Hopfionと呼ばれる 3次元空間中で局在したソリトンで，結び目の構造を持つ。Hopfion
は，QCDにおけるソリトンであると考えられているグルーボールを記述する有力な候補と見な
されている [15]。
SU(2)よりも高い対称性である SU(N)対称性をもつHeisenberg模型やYang-Mills理論のソ
リトンの重要性が以前にも増して高まってきている。近年，SU(N)スピン自由度をもつ系が
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実験により実現されたことで，これまで単なる数学的な拡張であると考えられていた SU(N)

Heisenberg模型に，物理的な応用の可能性が開けた。SU(N) Heisenberg模型におけるソリトン
も，将来的に実験で観測できる可能性が出てきた。また，O(3)非線型シグマ模型のHopfionは，
グルーオンの凝縮体であるグルーボールを記述すると考えられてきたが，グルーオンはカラー
SU(3)対称性を持っているため，SU(3)対称性をもつ非線型シグマ模型におけるHopfionがグ
ルーボールを記述すると考えることがより自然である。SU(3)対称性をもつ非線型シグマ模型
の有効模型におけるHopfionは，それ自身がグルーボールの性質の理解を深めることに貢献す
ると同時に，格子ゲージ計算などのシミュレーションにおける初期配置として有望なものであ
ると考えられる。以上に述べたような，SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型におけるソリト
ンの重要性の高まりから，これらのソリトンの構築とその数学的な性質を明らかにすることを
目的に研究を行った。

本論文の構成

本論文では，ソリトンのもつ基本的な性質や，SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型にお
けるすでに知られているソリトン解のレビューをしたのち，我々が構築した 4種類のソリト
ン—CPN−1非線型シグマ模型における baby skyrmionと FN−1非線型シグマ模型における 2次
元インスタントン，baby skyrmion，Hopfion—についての構築方法とその性質について順々に
議論していく。
第 1章では，本研究の主な研究対象であるトポロジカルソリトンのもつ基本的な性質を，教
科書 [16, 17, 18, 19, 20, 21]などを基にまとめる。また，O(3)非線型シグマ模型におけるソリト
ン解の紹介も行う。O(3)非線型シグマ模型は，SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型の典型例
であり，そのソリトン解の構築方法を基礎として本研究は行われている。第 2章では，CPN−1

非線型シグマ模型における，すでに知られていた解についてのレヴューをする。すでに知られ
ていた解はすべて，スケール不変性を持ったソリトン，すなわち 2次元インスタントンである
[22, 23, 24]。
第 3章では，CPN−1非線型シグマ模型において，スケール不変性を持たないソリトン解であ
る baby skyrmionの構築を行う。スケール不変性を持ったソリトンは動的な不安定性があるた
め，実空間に現れるソリトンはスケール不変性を破ったものである。そのため，スケール不変
性を破った解の構築は，物理的応用への重要なステップである。非線型シグマ模型のスケール
不変性を破るために，Skyrme項と呼ばれる高次微分項と，ポテンシャルと呼ばれる微分を含ま
ない項を加えた模型を導入する。その模型において，我々は運動方程式を数値的に解くことで
baby skyrmionを構築する。解の構築にはポテンシャルの持つ構造が鍵になっているため，この
章では解を持つポテンシャルの構成法を重点的に議論する。この章は，Pawel Klimas氏，澤渡
信之氏，玉置裕太氏との共同研究である論文 [25]に基づいている。
第 4章では，FN−1非線型シグマ模型における 2次元インスタントンを議論する。これまで，

FN−1非線型シグマ模型におけるソリトンは，ほとんど知られていなかった。まず我々は，F2非
線型シグマ模型に単純な埋め込み解ではない 2次元インスタントンが存在することを，運動方
程式を厳密に解くことで示す。一般に，エネルギーの下限がトポロジカルな項で与えられてい
るとき，その下限を満たす条件である 1階の連立微分方程式を解くことでソリトンが得られる
場合があることが知られている。しかし一方で，F2非線型シグマ模型のエネルギーの下限は，
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トポロジカルでない項で与えられる。それにもかかわらず，1階の連立微分方程式を解くこと
でも，その厳密解が得られることも明らかにする。ただしこの場合には，エネルギーの下限を
満たす条件だけでなく，ターゲット空間の幾何学的性質から現れる条件である torsion free条件
との連立方程式になる。この章は，澤渡信之氏との共同研究である論文 [26]に基づく。
第 5章では，F2非線型シグマ模型に Skyrme項とポテンシャルを加えて，スケール不変性を
破り，その模型において baby skyrmionを構築する。ポテンシャルは，CPN−1非線型シグマ模
型の研究を通して得られた知見をもとに構成し，導入する。Skyrme項とポテンシャルを加える
と，運動方程式は厳密には解けなくなる。しかし，torsion free条件を満たすような配位を考え
ると，運動方程式はO(3)非線型シグマ模型に Skyrme項と，あるポテンシャルを加えた模型の
運動方程式へと簡略化される。この簡略化された方程式を数値的に解くことで，F2非線型シグ
マ模型における baby skyrmionを構築する。この結果は，澤渡信之氏と和田渓扶氏との共同研
究に基づく。
第 6章では，F2 Skyrme-Faddeev模型，すなわち F2非線型シグマ模型に Skyrme項を加えた
模型においてHopfionを構築する。その模型は FaddeevとNiemiによって 1998年に提案された
が，主として数学的な困難から，解の導出がされてこなかった。我々は，F2非線型シグマ模型
における 2次元インスタントンや baby skyrmionの研究をもとに，「F2非線型シグマ模型におけ
るソリトン解は torsion free条件を満たす」という仮説を立てた。その仮説に基づき，ここでも
torsion free条件を満たす配位を ansatzとして採用し，その配位に対する運動方程式を解析する。
さらに，集団座標量子化の手法を用いて，得られたHopfionの量子的な性質を議論する。この
章は，澤渡信之氏との共同研究である論文 [27]に基づく。



第1章 イントロダクション

この章では，まず本論文の主な研究対象である「トポロジカルソリトン」がもつ特徴につい
て述べる。主な目的は，今後の議論で重要となる，ソリトンの諸性質を導入することである。
1.1節では，ソリトンの定義を与える。そして，ソリトンが自発的対称性の破れとともに現れ
ることをみる。1.2節では，ソリトンの持つトポロジー的な性質について議論する。1.3節では，
ある場の理論がソリトンを解として持つために，満たさければならない条件を与える。さらに，
1.4節では，O(3)非線型シグマ模型におけるソリトン解について議論する。O(3)非線型シグマ
模型は，SU(2)対称性を持ち，本研究で扱うSU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型の典型例で
ある。今後の章では，この節で議論するソリトン解の構築法を基に，ソリトン解の構築を行っ
ていく。

1.1 ソリトンとは
まず，本論文におけるソリトンの定義を与える。ソリトンの定義は，数学や物理など，分野
によって若干異なるが，ここでは場の理論による定義を採用する：

定義 1 場の非線型な運動方程式における非自明な古典解で，エネルギーが局在しているものを
ソリトン解と呼ぶ。また，その局在したエネルギーのことをソリトンと呼ぶ。

エネルギーが局在するという意味を説明するために，図 1.1にキンク (kink)と呼ばれる代表
的なソリトンのエネルギー密度を示す。図 1.1の左図は 1+ 1次元におけるキンクのエネルギー
であり，右図は 2 + 1次元でのエネルギーである。エネルギーが局在するとは，左図のように
エネルギー密度が，空間のある領域で有限の値をもち，無限遠で十分はやくゼロに収束するこ
とを意味する。ただし，ここでは定義 1の「局在している」という言葉を，ある方向に局在し
ているという緩い意味で用いることにする。つまり，右図のエネルギーは y方向には局在して
いないが，x方向に局在しているので，右図もソリトンであるとする。したがって，一般に，D
次元空間上に局在したソリトンを，並進対称性を持たせることで (D + n)次元空間に埋め込ん
だものもソリトンである。ただし，そのように高次元に埋め込まれたソリトンの性質は，局在
している空間の次元に依存することに注意する。
ソリトンは，素粒子などの素励起が，たくさん凝縮してできた状態と解釈される。凝縮した
粒子が集団的に運動し，ソリトン自身も粒子的な振る舞いをする。その粒子的な振る舞いが，
ソリトンという名前の由来，すなわち粒子を表す接尾語”-on”の起源である。
場の量子論において，光子などの素励起は，それぞれに対応する場を量子化することによっ
て粒子としての描像を得る。すなわち，真空からの小さな励起波動を第 2量子化したものを素
粒子と考える。通常，素励起に対する相互作用は摂動的に扱われる。摂動的な手法は，量子電
磁力学 (QED)において大成功を収めた。しかし一方で，量子色力学 (QCD)の低エネルギー領域
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図 1.1: 1次元空間と 2次元空間における kinkのエネルギー密度。

のような強結合の理論では，摂動論が破たんする。そのような場合には，相互作用も含めた運
動方程式を 1度に解かなければならない。その方程式の解がソリトンである。ソリトンは非摂
動効果であり，QCDなどの強結合である理論において重要な役割を果たすと考えられている。

1.1.1 ソリトンと自発的対称性の破れ

ソリトンは物理の様々な領域に現れる。それはソリトンが，自発的対称性の破れという，物
理の様々な場面で起こる現象とともに現れるからだと考えられる。この項では，最も簡単なソ
リトン模型である 1 + 1次元の ϕ4模型 [28]を例に，ソリトンが自発的対称性の破れにともなっ
て現れることをみる。ϕ4模型のラグランジアン密度は

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ) (1.1.1)

で与えられる。ここで，ϕはスカラー場で，ポテンシャル V は

V =
λ

4

(
ϕ2 − m2

λ

)2

(1.1.2)

である。このとき，λは正であり，mは実定数とする。この模型は，ポテンシャルが ϕの 4次
式であることから，ϕ4模型と呼ばれている。このラグランジアンは

ϕ→ −ϕ

という変換のもとで不変に保たれる。ポテンシャル (1.1.2)は，図 1.2のように 2重底ポテンシャ
ルとなる。図 1.2でみるように，ϕ = 0におけるポテンシャルは ϕ = ±|m|/

√
λのそれより高く，

理論は不安定である。そこで，ϕは真空の値 ϕ = ±|m|/
√
λに崩壊してしまう。一度，真空の値

ϕ = ±|m|/
√
λのどちらかが選ばれてしまうと，もともと理論が持っていた対称性 ϕ → −ϕが

破れる。この真空の値の選び方には自由度があり，その選び方によって，ソリトンが現れる可
能性がある。
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図 1.2: 2重底ポテンシャル

ラグランジアン (1.1.1)におけるソリトン解を求めよう。ここでは簡単のため，静的な配位を
考える。そのとき，ラグランジアン (1.1.1)に対する Euler-Lagrange方程式は

d2ϕ

dx2
−m2ϕ− λϕ3 = 0 (1.1.3)

となる。この方程式は境界条件の違いから，キンクと反キンクと呼ばれる 2種類のソリトン解
を持つ：

キンク ϕ(−∞) = −|m|/
√
λ, ϕ(∞) = +|m|/

√
λ ,

反キンク ϕ(−∞) = +|m|/
√
λ, ϕ(∞) = −|m|/

√
λ

(1.1.4)

キンクはねじれを意味する単語であり，この 2つの無限遠での場の取る値がずれていることか
ら名前がついている。この境界条件のもと方程式 (1.1.3)を解くと，

キンク ϕ(x) =
|m|
λ

tanh

[
|m|√
2
(x− x0)

]
,

反キンク ϕ(x) = −|m|
λ

tanh

[
|m|√
2
(x− x0)

] (1.1.5)

が得られる。ここで，x0はモジュライパラメータと呼ばれる任意の実数で，この解の持つエ
ネルギー密度は x = x0で極大値をとる。これらの解のもつエネルギー密度をプロットしたも
のが，図 1.1である。一方で，場が 2つの無限遠で同じ値を取ってしまうと，真空解すなわち
ϕ = ±|m|/

√
λしか解は存在しない。

キンク解を得るためには，境界条件として，縮退している真空のうち適切なものを選ぶ必要
があった。一般にも，空間の無限遠において，場が縮退している真空のうち，どれかを選ぶこ
とで対称性が破れ，その真空の選び方によってソリトンが現れる可能性がある。次の節で見る
ように，この対称性の自発的な破れ方と場の持つトポロジカルな性質に深い関係がある。
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1.2 ソリトンとトポロジー

1.2.1 トポロジカルな安定性

ソリトンの配位は真空からずれており，真空解よりもエネルギーが高いにもかかわらず，真
空解に崩壊することなく安定に存在する。この安定性のメカニズムを議論する。
ソリトンには，トポロジカルソリトンとノントポロジカルソリトンの 2種類がある。この 2
種類のソリトンでは，安定性の機構が異なる。ノントポロジカルソリトンは，角運動量などの
Noetherチャージを持ち，その保存則により安定に保たれる。このタイプのソリトンとしては，
例えばQ-ball[29]というものが知られている。一方，本論文の主な研究対象であるトポロジカ
ルソリトンは，場の持つトポロジカルな性質により安定に存在している。以下では，より詳し
くトポロジカルソリトンの安定性について議論する。以後，トポロジカルソリトンのことを単
にソリトンと呼ぶことがある。

2つの場の配位がトポロジー的に同等であるとは，エネルギーが発散することなく，連続的
な変形で互いに移り変われる状態のことを指す。場の配位をトポロジー的に区別するために便
利な量として，トポロジカルチャージ Qtopという保存量が存在する。ここで，トポロジカル
チャージは整数値をとる。トポロジカルソリトンは，有限な値のトポロジカルチャージを持ち，
一方で，真空解はQtop = 0の状態である。ある配位がトポロジカルチャージの異なる配位に連
続的な変形で移り変わるためには，無限のエネルギーが必要である。そのため，真空とトポロ
ジー的に区別されているトポロジカルソリトンは，真空解に崩壊することなく安定に存在する。
トポロジカルチャージは運動量や電荷などのNoetherチャージとは異なる性質を持った保存
量であることに注意する。Noetherチャージはラグランジアンのもつ連続的対称性に対応して
定義される保存量である。一方で，トポロジカルチャージは，境界条件で決まる幾何学的な保
存量である。
具体例として，ϕ4キンクを見てみよう。ϕ4模型のトポロジカルチャージは

Qtop =

√
λ

|m|
[ϕ(∞)− ϕ(−∞)] (1.2.1)

と与えられる。したがって，キンク，反キンク，真空解ϕ(x) = ±|m|/
√
λのトポロジカルチャー

ジは
キンク: Qtop = 1, 反キンク: Qtop = −1, 真空解: Qtop = 0 (1.2.2)

と得られる。(1.2.1)より，トポロジカルチャージを変えるには境界における場の値を変更しな
ければならない。しかし，ポテンシャル (1.1.2)は ϕ ̸= ±|m|/

√
λで有限な値を取るので，キン

クから真空解への変形の途中では，

lim
ϵ→∞

∫ ϵ

−ϵ
V dx→ ∞ (1.2.3)

となり，エネルギーが発散してしまう。ゆえに，エネルギーを有限に保ったまま，トポロジカ
ルチャージを変更する連続変形は存在しないため，キンクは真空解に崩壊することなく安定に
保たれる。
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1.2.2 ホモトピー

ソリトンの配位は，トポロジカルチャージという整数で分類されるセクターに分けられること
がわかった。このセクターのことを数学では，ホモトピークラスと呼ぶ。ここでは，ホモトピー
という考えを簡単に紹介し，ソリトンを考えていく上で重要となる数学的な定理などを記す。
X ,Y を境界を持たない多様体とし，2つの連続写像 ϕ, ϕ′を考える:

ϕ : X → Y, ϕ′ : X → Y (1.2.4)

もし，写像 ϕが ϕ′に連続的な変形で移り変われるならば，ϕと ϕ′は互いに homotopicであると
いう。homotopicな写像は同じホモトピークラスに属する。一方，2つの写像が homotopicでな
いならば，異なるホモトピークラスに属する。言い換えれば，異なるホモトピークラスに属す
る 2つの写像は，連続的な変換で移り変わることができない。
ホモトピー論として，Xが n次元球面 Snのときが，特に重要である。n次元球面とはRn+1

における原点から単位長さ離れた距離にある点の集合である。写像 ϕ : Sn → Y のホモトピー
クラスの集合を πn(Y )と書く。集合 πn(Y )は n ≥ 1のときに群を成し，Y の n次ホモトピー群
と呼ばれる。
例として，連続的な関数 f(θ)で定義される写像 S1 → S1を考える。ここで，θ = [0, 2π]と
し，f(θ)をターゲット空間の角度に対応させる。いま，f(0) = 0とすると，写像の連続性より
f(2π) = 2πkが要求される。ここで，k ∈ Zである。kは θが 1周する間に像 f(θ)がターゲット
空間 S1の周りを回った回数に等しく，kの異なる写像は homotopicではない。したがって，ホ
モトピークラスは整数 kで分類され，その集合 π1(S

1)は

π1(S
1) = Z (1.2.5)

となる。この kがトポロジカルチャージである。このような像がターゲット空間を覆った回数
を，巻き数や写像度とも呼ぶ。一般に，πn(Y ) = Zのとき，その要素としてトポロジカルチャー
ジを定義することができる。
次に，S1からS2の写像を考えよう。このときは，いつも像を連続的にある 1点に収縮させる
ことができる。このような写像を自明 (trivial)であるという。像が 1点に収縮させられるため，
そのような写像はすべて homotopicであり，分類することができない。そのとき，

π1(S
2) = 0 (1.2.6)

と書く。同様に，整数 n ≥ 2に対して π1(S
n) = 0となる。

ほとんどの場合，ホモトピー群を計算することはとても難しいため，ここではいくつかの重
要な結果のみを引用する [19, 30]。
一番よく用いられるのは，ターゲット空間が Smの場合である。つまり，πn(Sm)である。こ
の基本的な結果として以下のものが知られている：

πn(S
n) = Z , (1.2.7)

πn(S
m) = 0 n < mのとき, (1.2.8)

πn(S
1) = 0　 n > 1のとき (1.2.9)



9

図 1.3: S1から S1への写像

図 1.4: S1から S2への写像

一方，n > mの場合は非自明で，特に重要なものとして π3(S
2) = Zがある。

次にユニタリー群について見てみよう。ターゲット空間がユニタリー群U(1)のとき，U(1) = S1

より，

π1(U(1)) = Z (1.2.10)

πn(U(1)) = 0 n > 1のとき (1.2.11)

である。また，N ≥ 2の特殊ユニタリー群 SU(N)に対しては

π1(SU(N)) = π2(SU(N)) = 0 , (1.2.12)

π3(SU(N)) = Z (1.2.13)

となる。
続いて，ホモトピー群を計算するために重要な公式を 2つ紹介する。1つ目は，直積空間に
対する公式である。2つの多様体MとM′を考える。このとき，この 2つの多様体の直積に対
して，

π1(M×M′) = π1(M)× π1(M′) (1.2.14)

が成り立つ。例えば，

π1(U(N)) = π1(SU(N)× U(1)) = π1(SU(N))× π1(U(1)) = π1(U(1)) = Z (1.2.15)

π1
(
U(1)N

)
= π1 (U(1))

N = ZN　 (1.2.16)
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表 1.1: 代表的なホモトピー群
π1 π2 π3

U(1) Z 0 0
SU(2) 0 0 Z
SU(N) N ≥ 3 0 0 Z
S2 = CP 1 = F1 0 Z Z
S3 0 0 Z
CPN N ≥ 2 0 Z 0
FN N ≥ 2 0 ZN Z

となる。
もう 1つは商空間についての公式である。あるLie群Gとその部分群Hを考える。このとき，
商空間G/Hに対して次の関係が成り立つ:

πn(G) = πn−1(G) = 0　⇒　πn(G/H) = πn−1(H), (1.2.17)

πn(H) = πn−1(H) = 0　⇒　πn(G/H) = πn(G)　　　　　　　　 (1.2.18)

が成り立つ。例としては，

π2(SU(2)/U(1)) = π1(U(1)) = Z ∵ π2(SU(2)) = π1(SU(2)) = 0 (1.2.19)

π3(SU(2)/U(1)) = π3(SU(2)) = Z ∵ π2(U(1)) = π3(U(1)) = 0 (1.2.20)

があげられる。一般に，Gという対称性が自発的にHまで破れるソリトン模型のターゲット空
間は，商空間G/Hで記述されるため，この公式はよく用いられる。
以上の 2つの公式を用いると，より複雑な商空間のホモトピー群が計算できる。たとえば，本
論文で扱う多様体である，複素射影空間CPN = SU(N + 1)/U(N)と旗多様体 FN = SU(N +

1)/U(1)N に対して，次の非自明なホモトピー群が存在することがわかる：

π2
(
CPN

)
= π2 (SU(N + 1)/U(N)) = π1(U(N)) = Z (1.2.21)

π2 (FN) = π2
(
SU(N + 1)/U(1)N

)
= π1

(
U(1)N

)
= ZN (1.2.22)

π3 (FN) = π3
(
SU(N + 1)/U(1)N

)
= π3 (SU(N + 1)) = Z (1.2.23)

ここで，π3
(
CPN

)
は，π3(SU(N)) = Zであるため，公式 (1.2.18)が使えず簡単には計算でき

ない。しかし，N ≥ 2に対して，π3
(
CPN

)
= 0になってしまうことが知られている。

1.2.3 ソリトンの分類

トポロジカルソリトンは，ソリトンを特徴づけるホモトピー群の構造の違いから位相欠陥型
とテクスチャー型の 2種類に分けられる。その 2種類では，模型を記述する場の性質が異なる
ほか，ソリトンが現れるときの対称性の破れ方にも違いがある。
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図 1.5: 真空多様体と自発的対称性の破れ。左図の真空多様体は 1点であるため，自発的対称性
の破れは起こらない。一方で，右図の真空多様体は S1になっており，S1上の 1点を選ぶこと
で自発的に対称性が破れる。

まず，位相欠陥型のソリトンについて議論する。D = d + 1次元時空RDで定義されたエネ
ルギー汎関数

E =

∫ (
1

2
∇ϕ⃗ · ∇ϕ⃗+ U(ϕ1, · · · , ϕN)

)
ddx (1.2.24)

を持つスカラー多重項 ϕ⃗ = (ϕ1, · · · , ϕN)を考える。ここで，Uはポテンシャルである。もし，ϕ⃗
が静的な場ならEは全エネルギーを与える。ポテンシャルU がターゲット空間RN の部分多様
体 Vで，最小値Umin = 0を取ると仮定する。ϕ⃗は有限の領域では，連続であれば任意の値を取
ることができるが，空間の無限遠では，エネルギーの有限性より，多様体 V上の値を取らなけ
ればならない。つまり，ϕ⃗は境界条件

lim
|x|→∞

ϕ⃗(x) = ϕ⃗∞ ∈ V (1.2.25)

を満たさなければならない。ただし，この値は極限を取る方向によって異なる値を取ってもよ
いとする。d次元空間Rdにおける無限遠は Sd−1

∞ と見なせるため，そこでの場の配位は写像

ϕ⃗∞ : Sd−1
∞ → V (1.2.26)

で定義される。いま，等しい漸近的な値を持つ配位は互いに homotopicである。さらに，もし
2つの配位 ϕ⃗と ϕ⃗′が異なる漸近的な値を持っていても，その漸近的な値が homotopicであれば，
ϕ⃗と ϕ⃗′も homotopicである。ゆえに，場の配位 ϕ⃗のトポロジカルな性質は，写像 ϕ⃗∞のホモト
ピークラス,つまり πd−1(V)で決まる。
真空多様体Vの構造は，対称性の破れと関連している。もし，Vが 1点であるなら，図 1.5の
ように，対称性の破れは起こらない。さらに，このとき πd−1(V)は自明となり，トポロジカル
ソリトンは現れない。一方で，たとえば V = SN−1 ⊂ RN の時には，対称性の破れが起き，特
に πd−1

(
SN−1

)
が非自明になればトポロジカルソリトンが出現する可能性がある。

式 (1.2.24)のような線形なスカラー場だけで記述される理論におけるトポロジカルソリトン
は，1, 2, 3次元空間において，それぞれキンク，グローバルボーテックス (vortex)，グローバル
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表 1.2: トポロジカルソリトンの分類

位相欠陥型 d テクスチャー型

キンク 1 Sine-Gordonキンク
π0(V)× π0(V) π1(Y )

ボーテックス 2 BPインスタントン
Baby skyrmion

π1(V) π2(Y )

モノポール 3 Skyrmion, Hopfion
π2(V) π3(Y )

モノポール (monopole)と呼ばれるものが知られている。キンクは有限のエネルギーを持つが，
グローバルボーテックスとグローバルモノポールは場の微分項の存在のためにエネルギーがそ
れぞれ対数発散，線形発散している。これらの発散は，ゲージ場を導入し，微分を共変微分に
置き換えれば取り除くことができる。ゲージ場はスカラー場のトポロジカルな性質を変化させ
ないため，ゲージ場を含んだ理論においても，上記のホモトピー分類は有効である。ゲージ場
を導入することで発散を取り除いたものを，単にボーテックスやモノポールと呼ぶ。
テクスチャー型のソリトンを記述する場には，例えば ϕ⃗ · ϕ⃗ = 1のような非線型拘束条件が課
される。非線型拘束条件より，エネルギー汎関数に Lagrangeの未定乗数

λ(1− ϕ⃗ · ϕ⃗) (1.2.27)

を導入する必要がある。一方で，(1.2.24)と異なり，ポテンシャルを含む必要はない。そのため，
もっとも単純な理論は

E =

∫ [
1

2
∇ϕ⃗ · ∇ϕ⃗+ λ(1− ϕ⃗ · ϕ⃗)

]
ddx (1.2.28)

である。この理論はO(N)非線型シグマ模型と呼ばれる。
このような理論では，場のトポロジカルな性質は，線形スカラー場の理論のときと異なり，空
間全体からターゲット空間への写像のホモトピークラスで特徴付けられる。この違いは，未定
乗数を含んだ項 (1.2.27)をポテンシャルとみなせば，非線型拘束条件を満たす場は常にポテン
シャルの真空に位置していることから来ている。
空間次元が 2以上のとき，ϕ⃗が有限のエネルギーを持つと仮定すると，場の微分に依存する
項が発散しないために，ϕ⃗は無限遠のすべての点において，同一の定数にならなければいけな
い。この境界条件により，Rdは Sdにコンパクト化することができる。このとき，ターゲット
空間を閉多様体 Y とすると，ϕ⃗は写像 ϕ⃗ : Rd ∼ Sd → Y を定義するので，テクスチャー型のソ
リトンの場の配位はホモトピー群 πd(Y )の要素で分類される。さらに，d = 1のときは，無限
遠が 2点±∞からなる。ここで，境界条件 ϕ⃗(∞) = ϕ⃗(−∞)を課せば，2つの無限遠は同一視で
きてRは S1にコンパクト化できる。したがって，このときもソリトンの配位のホモトピーク
ラスは π1(Y )で与えられる。
ターゲット空間 Y は，模型の対称性の破れ方によって決まる。模型が Lie群Gで記述される
連続的な対称性を持っているとする。このとき，系にはその対称性のため，無限個の縮退した
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真空が存在する。しかし，境界条件によって，真空を 1つ選ばなければならず，その選択によっ
て対称性が自発的に破れる。いま，対称性がGの部分群H まで破れたとすると，Y は商空間
G/H で与えられる。したがって，非線型なスカラー場の理論では，πd(G/H)が非自明であれ
ば，トポロジカルソリトンが現れる可能性がある。
テクスチャー型のトポロジカルソリトンとして，1次元 sine-Gordon模型におけるキンクや

Skyrme模型（3次元非線型シグマ模型+Skyrme項）における Skyrmion[31]が古くから研究さ
れてきた。さらに，2次元空間においては，スケール不変性を持ったソリトンである Belavin-
Polyakov(BP)インスタントン (instanton)[11]と，Skyrme項を加えてスケール不変性を破った模
型におけるソリトンである baby skyrmion[12]が知られている。また，場がS3 → S2などのHopf
写像と呼ばれるクラスの写像を定義している場合，その対応しているソリトンのことをHopfion
と呼ぶ [15]。Hopfionは，Hopf写像の性質から，結び目の構造をしている。

1.3 Derrickの定理
真空と異なるホモトピークラスに属する場の配位は，真空解に崩壊するとなく存在できるこ
とを見てきた。しかし，それぞれのホモトピークラスにおいて，エネルギーの極小値を与える
安定な場の配位がそもそも存在するのかという問題がある。この節では，その問題を調べるた
めに有用なDerrickの定理と呼ばれる定理を紹介する [32]。

定理 1. Derrickの定理
座標のスケール変換x 7→ λxを考える。ただし，λ > 0とする。このとき，エネルギー汎
関数が λに対して極値を持たなければ，その理論は静的で非自明な有限エネルギー解を
持たない。

言い換えれば，「Euler-Lagrange方程式の解は，任意の変分のもとでエネルギーの停留点になっ
ている必要があるので，簡単に確認できるスケール変換を考え，少なくともその変換の下でエ
ネルギーに停留点が存在しなければ，理論にソリトン解は存在しない」ということである。し
たがって，この定理は，ソリトンが存在するために模型が満たすべき必要条件を与えているに
過ぎず，エネルギー汎関数が λに対して極値を持ったとしても，ソリトンの存在が保証される
わけではないことに注意する。
具体例として，以下のラグランジアンで定義される d + 1次元時空におけるスカラー場の理
論を考える：

L =
1

2
∂µϕ⃗ · ∂µϕ⃗− U

(
ϕ⃗(x, t)

)
(1.3.1)

ここで，ϕ⃗(x, t) = (ϕ1, · · · , ϕN)とし，U は微分を含まず，その最小値はゼロであるとする。こ
のとき，静的な場 ϕ⃗(x)のエネルギーは

E =

∫ [
∇ϕ⃗ · ∇ϕ⃗+ U(ϕ⃗(x))

]
ddx

= E2 + E0 (1.3.2)

と書ける。ここで，項の含む微分の数でエネルギーを分けた。それぞれの添え字は微分の数を
示している。空間のスケール変換x 7→ λxを考える。このスケール変換に伴って，場の配位を

ϕ⃗(λ)(x) = ϕ⃗(λx) (1.3.3)
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と表す。このとき，エネルギーは

E
[
ϕ⃗λ
]
=

∫ [
∇ϕ⃗(λ) · ∇ϕ⃗(λ) + U(ϕ⃗(λ)(x))

]
ddx

=

∫ [
∇ϕ⃗(λx) · ∇ϕ⃗(λx) + U(ϕ⃗(λx))

]
ddx

=

∫
λ−d

[
λ2∇λϕ⃗(λx) · ∇λϕ⃗(λx) + U(ϕ⃗(λx))

]
dd(λx)

= λ2−dE2 + λ−dE0　 (1.3.4)

と変換される。ここで，∇λは λ−1∇を表している。もし，ϕ⃗(x)が場の方程式 δE = 0の解だと

すると，E
[
ϕ⃗(λ)

]
は λ = 1で極値を取らなければならない。つまり，

d

dλ
E
[
ϕ⃗(λ)

]∣∣∣∣
λ=1

= 0　 (1.3.5)

したがって，(1.3.4)より
(2− d)E2 − dE0 = 0　 (1.3.6)

が満たされる必要がある。d = 1のとき，E2 = E0であればよいので，Euler-Lagrange方程式の
解はエネルギー E = 2E2 = 2E0を持つことがわかる。d = 2のときは，E0 = 0が満たされれ
ばよいので，U = 0とすれば模型に非自明な解が存在する可能性がある。このような解として，
BPインスタントン [11]が存在する。このような解のエネルギー (1.3.4)は λに依存しないため，
解のサイズを 1つに固定できない。そのため，動的には不安定で，1点につぶれてしまう [18]。
一方で，d ≥ 3のとき，方程式 (1.3.6)を満たすには，E2, E0ともに負でないので，E2 = E0 = 0

が要求される。これは真空解を意味しているため，非自明な解を持つことが許されない。
Derrickの定理によるソリトン解の非存在性を避けるため，様々な提案がなされている。その
いくつかの例を紹介しよう。d = 3の場合，エネルギーに微分を 4つ含んだ項 E4が存在すれ
ば，Derrickの定理を避けることができる。なぜならば，そのときのスケール変換されたエネル
ギーは

E(λ) = λE4 + λ−1E2 + λ−3E0　 (1.3.7)

となり，(1.3.7)は λに対して極値を持つためである。E4を導入する方法として，ゲージ場をス
カラー場へカップリングさせる方法がある。代数構造や係数を無視すると，エネルギー汎関数
は一般的に

E =

∫ [
|Fij|2 + |DiΦ|2 + U(Φ)

]
d3x (1.3.8)

と書ける。ここで，Fijは場の強さで，Diは共変微分を表している。また，ゲージ場を導入す

る代わりに，
(
∂iϕ⃗ ∧ ∂jϕ⃗

)2
といったスカラー場の高次微分項を導入することもよく行われる手

法である。スカラー場の高次微分項は Skyrme項と呼ばれる。Skyrme項を加えれば，ゲージ場
を導入する必要がなくなるので，スカラー場だけからなる理論におけるソリトン解を構築する
ことができる。
d = 2においても，模型に新たな項を加えることで，スケール不変性を破ることは非常に重
要である。その理由としては，スケール不変性を持つソリトンは不安定であり，実空間に現れ
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るソリトンはスケール不変性を持っていないことがあげられる。2次元空間において，模型に
Skyrme項やYang-Mills項などの 4次微分項を加えた場合，スケール変換されたエネルギーは，

E(λ) = λ2E4 + λ−2E0　 (1.3.9)

となるため，スケール不変性を破ることができる。さらに，この関係から Euler-Lagrange方程
式の解はE4 = E0を満たすことがわかる。また，磁性体におけるDzyaloshinskii-Moriya(DM)相
互作用など微分を 1つだけ含む項を模型に加えても，スケール不変性を破ることができる [33]。
ただし，それらの項は半負定値であるとする。つまり，E1 ≤ 0である。このとき，

d

dλ
E
[
ϕ⃗(λ)

]∣∣∣∣
λ=1

= − (E1 + 2E0)　 (1.3.10)

となるので，たしかに λ = 1が極値になる可能性がある。
本論文においても，スケール不変性を破ったソリトン解をもつ模型をどのように構成するか
ということが，大きなテーマのひとつである。

1.4 O(3)非線型シグマ模型におけるソリトン解
この章では，O(3)非線型シグマ模型という，スカラー場の理論におけるトポロジカルソリト
ンについてのレビューを行う。O(3)非線型シグマ模型は，O(3)対称性をもつ理論であり，その
ソリトンはテクスチャー型である。この模型は，SU(2)がO(3)の二重被覆であることからわか
るように，SU(2)対称性を持っており，本論文の研究対象である SU(N)対称性をもつ非線型
シグマ模型の典型例である。
O(3)非線型シグマ模型は，O(3)対称性がO(2)まで破れたときに現れる，Nambu-Goldstoneボ
ゾンの力学を記述する模型である。このような対称性の破れは，強磁性体や反強磁性体中であっ
たり，QCDの低エネルギー領域などの様々な場面で起こると考えられている。実際，Heisenberg
模型の連続極限や SU(2) Yang-Mills理論の低エネルギー極限において，導出することができる
[34, 7]。そのため，それらの基礎理論の有効模型として，盛んに研究されている。
上記の対称性の破れに基づいて，模型のターゲット空間は，O(3)/O(2) ≈ SU(2)/U(1) ≈ S2

になる1。S2に対するホモトピー群，π2(S2) = π3(S
2) = Zより，O(3)非線型シグマ模型また

はそれをDerrickの非存在性定理を避けるように拡張した模型には，2次元のソリトンであるイ
ンスタントンや baby skyrmion，さらに 3次元のソリトンである Hopfionが存在する。1.4.1項
では，O(3)非線型シグマ模型におけるBPインスタントンを紹介する。2次元O(3)非線型シグ
マ模型に，Skyrme項と呼ばれる高次微分項とポテンシャルをO(3)非線型シグマ模型に導入し，
スケール不変性を破った模型を baby Skyrme模型と呼ぶ。1.4.2項では，この baby Skyrme模型
におけるソリトンである，baby skyrmionを議論する。1.4.3項では，3次元O(3)非線型シグマ
模型に，Derrickの定理を避けるために Skyrme項を加えた模型における，Hopfionを議論する。
この模型は，Skyrme-Faddeev模型と呼ばれる。

1非線型シグマ模型の性質は，模型の対称性ではなく，ターゲット空間に依っているため，O(3)非線型シグマ
模型は S2 非線型シグマ模型と呼ばれるべきである。しかし，慣例として O(N)非線型シグマ模型だけは，ター
ゲット空間の名前ではなく，模型のもつ対称性をもとに名前がつけられている。
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1.4.1 Belavin-Polyakovインスタントン

2次元空間におけるO(3)非線型シグマ模型を議論する。2次元O(3)非線型シグマ模型のソリ
トンは，4次元Yang-Mills理論のソリトンであるYang-Millsインスタントンと，スケール不変
性などの類似点が多くあるため，BPインスタントンと呼ばれている。
O(3)非線型シグマ模型のラグランジアン密度は，次のように与えられる：

L =
1

4
∂µn⃗ · ∂µn⃗, n⃗ = (n1, n2, n3), |n⃗|2 = 1 (1.4.1)

ここで，µ = 0, 1, 2とする。1.2.3項で議論したように，エネルギーの有限性から無限遠では
n⃗(r, θ)が定ベクトルになることが要求される。通常，これを

n⃗(∞, θ) = n⃗∞ = (0, 0, 1) (1.4.2)

と置く。この条件によって，無限遠のすべての点は同一視され，空間R2は球面 S2へとコンパ
クト化される。このラグランジアンは，O(3)の大域的な変換 n⃗ 7→ Mn⃗のもとで不変に保たれ
る。しかし，境界条件はこの対称性を自発的にO(2)，つまり n1, n2の回転対称性まで破る。し
たがって，ターゲット空間は S2になり，場の配位がホモトピー群

π2(O(3)/O(2)) = π2(S
2) = Z (1.4.3)

の要素で特徴づけられることになる。このホモトピー群の要素に対応する，トポロジカルチャー
ジは

Qtop =
1

8π

∫
εijn⃗ · (∂in⃗× ∂jn⃗)d

2x　 (1.4.4)

で与えられる。このトポロジカルチャージが実際に保存量であることを確認する。トポロジカ
ルカレント

Jµ =
1

8π
εµνλn⃗ · (∂νn⃗× ∂λn⃗) =

1

8π
εµνλεabcna∂νnb∂λnc (1.4.5)

を用いてトポロジカルチャージを，

Qtop =

∫
J0d2x (1.4.6)

と定義する。このとき，トポロジカルカレントを微分すると

∂µJ
µ =

1

8π
εµνλεabc∂µna∂νnb∂λnc =

3

4π
εµνλ∂µn1∂νn2∂λn3 (1.4.7)

となる。ただし，µに対する和は取らないことに注意する。これに例えば n1を掛けると，非線
型拘束条件の微分 n1∂µn1 + n2∂µn2 + n3∂µn3 = 0より，

n1∂µJ
µ =

3

4π
εµνλn1∂µn1∂νn2∂λn3

= − 3

4π
εµνλ(n2∂µn2 + n3∂µn3)∂νn2∂λn3

= 0 (1.4.8)
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が得られる。ここで，最後は反対称テンソルの性質を使った。したがって，∂µJµ = 0より，ト
ポロジカルチャージ (1.4.4)が保存量であることを示すことができた。
解を構成するには，ターゲット空間 S2から複素射影空間CP 1へのステレオグラフ射影を用
いることが便利である。複素スカラー場 uを，複素射影空間CP 1を記述する座標だとすると，

n⃗ =
1

(1 + |u|2)
(
u+ u∗,−i(u− u∗), |u|2 − 1

)
　 (1.4.9)

の関係がある。ここで，u = 0と u = ∞がそれぞれ球面の北極 n3 = 1と南極 n3 = −1に対応
する。この uを用いると，ラグランジアンは

L =
∂µu

∗∂µu

(1 + |u|2)2
(1.4.10)

と書き換えられる。このラグランジアンはCP 1非線型シグマ模型とも呼ばれている。また，S2

はコンパクトな多様体なので，S2全体を覆うにはもう 1つの座標 v ≡ 1/uが必要になる。この
ときもラグランジアンは，

L =
∂µv

∗∂µv

(1 + |v|2)2
(1.4.11)

と同じ形で書くことができる。以下 uを用いて解析をする。uを用いるとトポロジカルチャー
ジは

Qtop =
i

2π

∫
∂1u

∗∂2u− ∂2u
∗∂1u

(1 + |u|2)2
d2x (1.4.12)

と書ける。この表式 (1.4.12)は，CP 1多様体がもつKähler形式の引き戻しと等しい。
ソリトン解（BPインスタントン）の導出を行う。通常，ソリトン解を得るには，2階の微分
方程式である Euler-Lagrange方程式を解かなければならない。しかし，エネルギー汎関数の下
限が，トポロジカルチャージで与えられる場合，その下限を満たす条件である一階の微分方程
式を解くことで，ソリトン解を得ることができる。その下限のことをBogomol’nyiバウンド，下
限を与える方程式を Bogoml’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS)方程式と呼ぶ。Euler-Lagrange方程
式の解は，エネルギーの極値を与える配位である。一方で，(1.4.14)を満たす配位は，それぞれ
のホモトピークラスにおいて，エネルギーの最小値を与える配位である。したがって，BPS方
程式の解は Euler-Lagrange方程式の解になっている。しかし，運動方程式の解は必ずしもBPS
方程式を満たすわけではないことに注意する。また，BPS方程式に解が存在するかは非自明で
あることにも注意する。O(3)非線型シグマ模型の BPS方程式には解が存在しているので，こ
こでは BPS方程式を解くことで BPインスタントンを導出する。
まず，BPS方程式を導出する。O(3)非線型シグマ模型のBogomol’nyiバウンドは次のように
与えられる：

E =

∫
∂1u

∗∂1u+ ∂2u
∗∂2u

(1 + |u|2)2
d2x

=

∫ [
|∂1u∓ i∂2u|2

(1 + |u|2)2
± i

∂1u
∗∂2u− ∂2u

∗∂1u

(1 + |u|2)2

]
d2x

≥
∣∣∣∣i ∫ ∂1u

∗∂2u− ∂2u
∗∂1u

(1 + |u|2)2
d2x

∣∣∣∣
= 2π|Qtop| (1.4.13)



18

図 1.6: O(3)非線型シグマ模型における BPインスタントン解のエネルギー密度。左図，u =

1/(z2 − 1)。右図，u = (z2 − 1)

したがって，Bogomol’nyiバウンドを満たす条件として，BPS方程式

∂1u± i∂2u = 0　 (1.4.14)

が得られる。BPS方程式 (1.4.14)はCauchy-Riemann方程式である。いま，z = x+ iyのように
複素座標を定義すると方程式は，

∂z̄u = 0 BPS

∂zu = 0 anti-BPS
(1.4.15)

となる。よって，それぞれの解は正則関数

u = u(z) BPS

u = u(z̄) anti-BPS
(1.4.16)

で与えられる。ただし，場の 1価性から有理関数であることが要求される。
この解は一般に

u =
p(z)

q(z)
=

(z − a1) · · · (z − aN)

(z − b1) · · · (z − bM)
(1.4.17)

と記述できる。ここで，pと qは互いに素であるとする。この解に対するトポロジカルチャー
ジはN とM の大きい方と等しい。つまり，

Qtop = max {N,M} (1.4.18)

となる。この解はQtop個のソリトン解を表し，N > M のときは aN が，N < M のときは bM
がソリトンの位置を表している。いま，Qtop個のソリトンを任意の場所に置いてもエネルギー
は変わらない。これは，ソリトン間に相互作用が存在しないことを示している。
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1.4.2 Baby skyrmion

O(3)非線型シグマ模型におけるBPインスタントンは，トポロジカルチャージをもっており，
それに対応したエネルギーの下限を持っているので，トポロジー的には安定である。しかし，
1.3節で言及したように，スケール不変性をもつソリトンには，動力学的な不安定が存在する。
それは，静的な解のサイズを変えてもエネルギーが変化しないので，時間に依存した少しの揺
らぎでさえ，解は壊れてしまうためである。
その不安定性を取り除くため，新たな相互作用を模型に加えることでスケール不変性を破り，
その修正された模型においてソリトン解を構築する取り組みが多くなされてきた。また，現実
に現れるソリトンは，スケール不変性を持たないことから，スケール不変性を持たないソリト
ンの構築は，物理的応用への第一歩である。スケール不変性を破りつつ，Derrickの定理から避
けるためには，ラグランジアンにスカラー場の高次微分項とポテンシャルを加えればよい。そ
のように拡張された模型の 1つとして，baby Skyrme模型 [12]が知られている。その模型のラ
グランジアン密度は

L =
M2

4
∂µn⃗ · ∂µn⃗− 1

e2
(∂µn⃗× ∂νn⃗)

2 − V (n⃗) , n⃗ · n⃗ = 1　 (1.4.19)

と与えられる。ここで，M, eは正の結合定数で，V はポテンシャルである。(1.4.19)の 1項目
はO(3)非線型シグマ模型で，2項目は Skyrme項と呼ばれる 4次微分項である。Skyrme項は，
4次微分項のなかで，高階微分を含まず，時間に関して高々2次である唯一の項である。この項
は，SU(2) Yang-Mills理論からO(3)非線型シグマ模型を導出する際に，高次の補正項として現
れる。baby Skyrme模型におけるポテンシャルとして，典型的なものとして次の 2つがあげら
れる：

Vold = µ2(1− n⃗∞ · n⃗) (1.4.20)

Vnew = µ2(1− n⃗0 · n⃗)(1− n⃗∞ · n⃗) (1.4.21)

ここで，µ2は結合定数である。ここで，n⃗∞と n⃗0は，それぞれ無限遠と原点での n⃗の値である。
Voldは，無限遠でのみ最小値をとる。このような，真空を 1つだけ持つポテンシャルのことを old
babyポテンシャルと呼ぶ。一方で，Vnewは無限遠だけでなく原点でも最小値を取る。このような
ポテンシャルを new babyポテンシャルと呼ぶ。ここで，境界条件 n⃗∞ = (0, 0, 1), n⃗0 = (0, 0,−1)

を用いると，

Vold = µ2(1− n3) (1.4.22)

Vnew = µ2(1− n2
3) (1.4.23)

が得られる。物性物理では，Voldは Zeeman項，Vnewは磁気異方性 (easy axis anisotropy)の効果
であると解釈できる。
ラグランジアン (1.4.24)に対応する静的なエネルギーは

E =

∫ (
M2

4
∂in⃗ · ∂in⃗+

1

e2
(∂in⃗× ∂jn⃗)

2 + V

)
d2x　 (1.4.24)

と与えられる。ここで，Derrickの定理を確認するために，スケール変換x 7→ λxを考える。た
だし，λは正の定数とする。このとき，エネルギーは次のように変換される：

E(λ) = E2 + λ2E4 + λ−2E0 .　 (1.4.25)
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ここで，E2, E4, E0はそれぞれ非線型シグマ模型，Skyrme項，ポテンシャルからの寄与を表し
ており，すべて正とする。(1.4.25)はλに対して極値を持つので，(1.4.24)は適切なサイズを持っ
た静的なソリトン解を持つことができる。また，その解は必ずE4 = E0を満たす。
もっともシンプルなポテンシャル Voldのもとでの，ソリトン解について議論する。このとき，
模型にはBogomol’nyバウンドが存在するが，BPS方程式に解はない。そのため，Euler-Lagrange
方程式を解く。簡単のために軸対称 ansatzを考える：

n⃗ = (sin f(r) cosNθ, sin f(r) sinNθ, cos f(r))　 (1.4.26)

ここで，(r, θ)は極座標で，N はある整数である。f(r)は境界条件

f(0) = π, f(∞) = 0 (1.4.27)

を満たす実数関数とする。解析の便利のために，無次元動径座標

ρ =
r

r0
, r0 =

4

M2e2
(1.4.28)

を導入する。(1.4.26)をトポロジカルチャージの定義 (1.4.4)に代入すると，

Qtop =
N

4π

∫
sin ff ′ dρdθ =

N

2
[cos 0− cosπ] = N (1.4.29)

と得られる。ここで，′は ρについての微分を表す。また，このときエネルギーは

E = 2π

∫ (
M2

4

{(
df

dr

)2

+
N2 sin2 f

r2

}
+

2

e2
N2 sin f

r2

(
df

dr

)2

+ µ2(1− cos f)

)
rdr

= πM2

∫ (
1

2
f ′2 +

N2 sin2 f

2ρ2
(1 + f ′2) + µ̃2(1− cos f)

)
ρdρ　 (1.4.30)

と得られる。ここで，µ̃2 = 8µ2

M4e2
とした。(1.4.30)の被積分関数は µ̃2しか結合定数を含んでい

ないため，このエネルギーの極値を導く運動方程式も µ̃2以外の結合定数を含まない。その運動
方程式は次のように与えられる：(

ρ+
N2 sin2 f

ρ

)
f ′′ +

(
1− N2 sin2 f

ρ2

)
f ′ +

N2 sin 2f

2ρ
(f ′2 − 1)− µ̃2ρ sin f = 0 .　 (1.4.31)

この方程式の解の漸近挙動を解析的に調べることができる。原点付近では，次のように振る
舞う：

f(ρ) ≈ π + CρN . (1.4.32)

ここで，C はトポロジカルチャージで決まる実数である。一方，無限遠方では方程式が変形
Bessel方程式と一致する：

f ′′ +
1

ρ
f ′ − (

N2

ρ2
+ µ̃2)f = 0 (1.4.33)

したがって，無限遠方において方程式 (1.4.31)の解はN次変形Bessel関数KN(µ̃ρ)に比例する。
変形 Bessel関数の漸近形は

KN(µ̃ρ) ∼
√

π

2µ̃ρ
e−µ̃ρ (1 +O(1/ρ)) (1.4.34)
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図 1.7: Baby skyrmionの動径関数。図は [12]の図を改変したものである。

図 1.8: old babyポテンシャルにおける非軸対称解のエネルギー密度。図は [35]の図を改変した
ものである。

と書けるので，無限遠方において f は e−µ̃ρ/
√
ρのように振る舞う。

方程式 (1.4.31)を解析的に解くことは難しいので，解を得るためには数値解析が用いられる。
数値計算によって得られた動径関数を図 1.7に示す [12]。Qtop ≥ 3に対して，エネルギー (1.4.30)
を最小にする非自明な配位は，軸対称性を持たないことが知られている。図 1.8に，数値シミュ
レーションによって得られた baby skyrmion解のエネルギー密度を示す。トポロジカルチャー
ジが大きくなると複雑な幾何学構造を持つようになっている。
一方で，new babyポテンシャルでは，任意のトポロジカルチャージに対して，最小エネルギー
を与える配位は軸対称性を持っている。このポテンシャルに対応するエネルギー密度を図 1.9に
示す。トポロジカルチャージが大きくなると軸対称性を保ちながら，解のサイズが大きくなっ
ていく。

Baby Skyrme模型に類似した模型として，extended Skyrme-Faddeev模型 [36]という模型が存
在する。SU(2) Yang-Mills理論からCho-Faddeev-Niemi-Shabanov (CFNS)分解によってO(3)非
線型シグマ模型を導出すると，その高次補正として，式 (1.4.24)中の Skyrme項とは異なる 4次
微分項も現れることがGiesによって示された [8]。この extended Skyrme-Faddeev模型とは，そ
のGiesによって見出された項も含んだ模型になっている。すなわち，extended Skyrme-Faddeev
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図 1.9: new babyポテンシャルにおける数値シミュレーションの結果。図は [35]の図を改変し
たものである。

模型のラグランジアン密度は次のように与えられる：

L =
M2

4
∂µn⃗ · ∂µn⃗− 1

e2
(∂µn⃗× ∂νn⃗)

2 +
β

2
(∂µn⃗ · ∂µn⃗)2 . (1.4.35)

ここで，n⃗は n⃗ · n⃗ = 1を満たすスカラー 3重項である。また，便宜上 µ, ν = 0, 1, 2, 3とする。
ラグランジアン (1.4.35)の 1項目が非線型シグマ模型で，2項目が Skyrme項，3項目はGiesに
よって見いだされた拡張項である。ここで，baby Skyrme模型と異なり，e2は負の値を取るこ
とに注意する。Skyrme項とGiesの拡張項の線形結合によって，高々1階微分しか含まない 4次
微分項すべてを表現できる。
この模型には βe2 = 1のとき解析解が存在する [36]。その解の導出を行う。解を構成するた
めにはステレオグラフ射影 (1.4.9)を用いることが便利である。そのとき，ラグランジアン密度
(1.4.35)は

L =M2 ∂µu∂
µu∗

(1 + |u|2)2
+

8

e2

[
(∂µu)

2(∂νu∗)2

(1 + |u|2)4
+ (βe2 − 1)

(∂µu∂
µu∗)2

(1 + |u|2)4

]
(1.4.36)

となる。このラグランジアンに対する運動方程式は以下のように得られる：

(1 + |u|2)∂µKµ − 2u∗Kµ∂
µu = 0 . (1.4.37)

ここで，

Kµ ≡M2∂µu−
16

e2
[(1− βe2)(∂νu∂

νu∗)∂µu− (∂νu∂
νu)∂µu

∗]

(1 + |u|2)2
　 (1.4.38)

と定義した。可積分条件と呼ばれる制限を考える。可積分条件はターゲット空間で決まってお
り，ラグランジアン (1.4.36)のようにターゲット空間が S2 = CP 1である理論に対する可積分
条件は

∂µu∂
µu = 0　 (1.4.39)
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と与えられる [37, 36]。この制限を課すと，

Kµ∂
µu = 0 (1.4.40)

が満たされ，方程式 (1.4.37)は

M2∂µ∂µu+
16(βe2 − 1)

e2
∂µ (∂νu∂

νu∗∂µu) = 0 (1.4.41)

と書ける。さらに，結合定数を βe2 = 1と置くと，結局のところ方程式は

∂µ∂µu = 0　 (1.4.42)

に帰着する。いま，3 + 1次元Minkowski時空を考える。そのとき，可積分条件 (1.4.39)は

[(∂1 + i∂2)u] [(∂1 − i∂2)u] = − [(∂3 + ∂0)u] [(∂3 + ∂0)u]　 (1.4.43)

であり，方程式 (1.4.42)は

(∂1 + i∂2)(∂1 − i∂2)u = −(∂3 + ∂0)(∂3 + ∂0)u　 (1.4.44)

と書ける。明らかに，以下の条件を満たす場の配位は，この 2本の方程式 (1.4.43)と (1.4.44)を
同時に満たす：

(∂1 + iϵ1∂2)u = (∂3 + ϵ2∂0)u = 0　 (1.4.45)

ここで，ϵi = ±1で符号は独立に決められる。(1.4.45)を満たす配位は

u = P (z)eiψ(w) (1.4.46)

と書ける。ここで，z = x1 + iϵ1x
2，w = x3 − ϵ2x

0とし，P (z)は有理関数，ψ(w)は実関数であ
る。高次微分項を含む模型に 2次元のソリトン解が存在するためには，Derrickの定理より，ポ
テンシャルが必要であった。しかし，ラグランジアン (1.4.36)はポテンシャルを含んでいない
にも関わらず，そのような非自明な解を持つ。実は，この解はスケール不変を持っている。実
際，可積分条件 (1.4.39)と βe2 = 1を課すとラグランジアン (1.4.36)が

L =M2 ∂µu∂
µu∗

(1 + |u|2)2
(1.4.47)

と書けて，非線型シグマ模型に一致する。したがって，この解は不安定な鞍点解である。
この模型でも，ラグランジアン (1.4.35)にポテンシャルを加え，スケール不変性を破った解
を構成する研究が行われている。そこでは，βe2 ≥ 1において，old babyポテンシャル (1.4.20)
や new babyポテンシャル (1.4.21)のもと baby skyrmionと同様な性質を持つ解が得られている
[38]。また，new baby型のポテンシャル

V = −2(βe2 − 1)

e2
(1− n3)

2− 2
N (1 + n3)

2+ 2
N　　

= −32(βe2 − 1)

e2
(|u|2)2− 2

N

(1 + |u|2)4
(1.4.48)
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のもとでは
u = zN (1.4.49)

が方程式の解になる。ここで，N は任意の整数でトポロジカルチャージと一致する。
可積分条件を満たす解の注目すべき特徴として，無限個の保存量をもつことがあげられる。
可積分条件 (1.4.39)のもと，無限個の保存カレントが

Jµ ≡ W
{
∂G

∂u
∂µu−

∂G

∂u∗
∂µu

∗
}
　 (1.4.50)

と与えられる。ここで，Gは u, u∗の任意の実関数である。ただし，微分項は含まないとする。
また，Wは以下のように定義される：

W ≡M2 +
4(βe2 − 1)

e2
(∂νu∂

νu∗)

(1 + |u|2)2
. (1.4.51)

(1.4.50)が保存量であることを確認する。可積分条件を仮定すると，

∂µ
(
∂G

∂u

)
∂µu− ∂µ

(
∂G

∂u∗

)
∂µu

∗

=
∂2G

∂u2
∂µu∂

µu+
∂2G

∂u∂u∗
∂µu∂

µu∗ − ∂2G

∂u∗2
∂µu

∗∂µu∗ − ∂2G

∂u∂u∗
∂µu

∗∂µu

= 0 (1.4.52)

となり，また運動方程式は次のように書ける：

∂µ(W∂µu) = −(1 + |u|2)2

4

∂V

∂u∗
. (1.4.53)

ここで，V はポテンシャルである。よって，以上から (1.4.50)を微分すると，

∂µJµ = ∂µ

(
∂G

∂u

)
W∂µu+

∂G

∂u
∂µ (W∂µu)− ∂µ

(
∂G

∂u∗

)
W∂µu

∗ − ∂G

∂u∗
∂µ (W∂µu

∗)　

= −(1 + |u|2)2

4

{
∂G

∂u

∂V

∂u∗
− ∂G

∂u∗
∂V

∂u

}
= 0 (1.4.54)

となり，保存することがわかる。最後の等号はG, V が実関数であることを用いた。

Baby skyrmionの観測

近年，baby skyrmionが磁性体において観測され，注目を集めている。Baby skyrmionが現れ
る典型的な物質としては，MnSi[39]やFe1−xCoxSi[40]などがあげられる。これらでは，DM相
互作用が有効に働いており，Zeeman項や磁化の異方性などのポテンシャル項とつりあうこと
によって baby skyrmionを安定化していると考えられる。また，単結晶 Ir(111)上の Fe単層膜
では，リング交換相互作用がポテンシャルとつりあうことで baby skyrmionが安定に存在して
いると考えられている [41]。ここで，リング交換相互作用の連続極限を考えると，Skyrme項や
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図 1.10: ローレンツ顕微鏡による baby skyrmionの観測。図 (a)は，ローレンツ顕微鏡の原理を
示している。矢印は磁気モーメントを表しており，skyrmionなどのスピンテクスチャーに垂直
に電子線を照射すると，磁気モーメントによるローレンツ力によって電子線が曲げられ，明暗
のパターンができる。図 (b)は，実際にローレンツ顕微鏡で観測された baby skyrmionを表して
いる。図 (a)は [43]，(b)は [44]の図を改変したものである。

Giesの拡張項のような 4次微分項となることに注意する。これらの baby skyrmionは，中性子
散乱 [39]や Lorentz顕微鏡 [42]を用いて観測ができる。
磁性体中の baby skyrmionは，Berry位相に起因して，伝導電子に有効な磁場を作る。この磁
場のことを創発磁場と呼ぶ。伝導電子は，その創発磁場による Lorentz力を受けて，運動の軌
道が曲げられる [45]。創発磁場は，トポロジカルカレントに比例しているため，この現象はト
ポロジカルHall効果と呼ばれる。一方で，その反作用として，baby skyrmionが駆動される。こ
れを skyrmion Hall効果と呼ぶ。この skyrmion Hall効果によって，電流を用いて baby skyrmion
の運動を制御できる。Baby skyrmionのトポロジカルな安定性と電流を用いて操作できること
により，磁気メモリに応用できると期待がされている [14]。

1.4.3 Hopfion

これまで，O(3)非線型シグマ模型およびそれを拡張した模型に，2次元空間に局在する解が
存在することを見てきた。Faddeevは，Derrickの定理を満たすように拡張されたO(3)非線型
シグマ模型には，3次元空間に局在するソリトンも存在すると予想した [46]。その拡張された
模型を Skyrme-Faddeev模型と呼ぶ。本項では，Skyrme-Faddeev模型における 3次元空間に局
在するソリトンについて議論する。

Skyrme-Faddeev模型は，次に与えられる 3+1次元Minkowski時空上のラグランジアン密度で
定義される：

L =M2∂µn⃗ · ∂µn⃗− 1

e2
(∂µn⃗× ∂νn⃗)

2, n⃗ · n⃗ = 1　 (1.4.55)

ここで，Mは質量の次元をもち，eは無次元の結合定数である。(1.4.55)の 1項目はO(3)非線型
シグマ模型，2項目は Skyrme項である。Skyrme項はDerrickの定理を満たすために，Faddeev
によって導入された [46]。2次元の場合と異なり，3次元空間に局在するソリトンが存在するた
めには，ポテンシャル項を導入する必要はない。
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2次元O(3)非線型シグマ模型と同様に，エネルギーの有限性は，無限遠において n⃗が定ベク
トルになることを要求する。そのため，空間の無限遠はすべて同一視することができ，3次元
空間 R3が 3次元球面 S3へコンパクト化される。したがって，n⃗のターゲット空間は S2であ
ることから，n⃗は S3から S2への写像を定義する。この写像 S3 → S2は，Hopf写像と呼ばれ，
Hopf不変量と呼ばれる π3(S

2) = Zの要素で特徴付けられる。この模型のソリトンは，Hopf不
変量で特徴付けられるため，Hopfionと呼ばれる。

Hopf不変量は，物理空間とターゲット空間の次元が異なるため，単純なターゲット空間の巻
き数として定義することはできない。しかし，積分形式で与えられたうまい定義が知られてい
る [47]。ただし，その被積分関数は場 n⃗で記述することはできないことに注意する。そのため，
新たな 2つの関数Zk, k = 1, 2を導入する。ただし，|Z1|2 + |Z2|2 = 1であり，n⃗とは次の関係
にある：

na = Z⃗†σaZ⃗, Z⃗ = (Z1,Z2)
T (1.4.56)

ここで，σaは Pauli行列で，T は転置を表している。このZkを用いて，Hopf不変量は次のよ
うに与えられる：

H =
1

4π2

∫
R3

A ∧ dA (1.4.57)

A = iZ⃗†dZ⃗ (1.4.58)

いま，Aは場 n⃗だけを用いて記述することはできないが，dAは n⃗を用いて

dA =
1

4
n⃗ · (∂in⃗× ∂jn⃗) dx

i ∧ dxj (1.4.59)

と書くことができる。また，Hopf不変量 (1.4.57)は，S3からS3の巻き数とも等しい。すなわち，

H =
1

24π2

∫
R3

Tr
(
U †dU ∧ U †dU ∧ U †dU

)
(1.4.60)

と書くこともできる。ただし，

U =

(
Z1 −Z∗

2

Z2 Z∗
1

)
∈ SU(2) (1.4.61)

である。
Hopf不変量の幾何学的な意味について述べる。ターゲット空間の次元が空間の次元よりも低
いため，ターゲット空間 S2上のある点は,空間R3上のある閉曲線に対応する。もし，N をあ
る整数として，場のもつHopf不変量がH = N ならば，S2上の異なる 2点に対応するR3上の
2本の閉曲線がN 回結びついていると解釈される。図 1.11に，N = 1の場合の模式図を示す。
この写像の解釈から，Hopfionはトーラスなどの閉ループ状の形をしていると考えられる。
簡単のため，トーラスの形をした配位を考え，この写像の描像を確かめる。トーラスを簡単
に記述するために，トロイダル座標 (z, ξ, φ)を次のように導入する：

x1 =
r0
p

√
z cosφ

x2 =
r0
p

√
z sinφ

x3 =
r0
p

√
1− z sin ξ

(1.4.62)
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図 1.11: H = 1であるHopf写像の模式図

ここで，xi, i = 1, 2, 3は R3の直交座標で，p = 1 − cos ξ
√
1− zである。また，定義域は 0 ≤

z ≤ 1, − π ≤ ξ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2πであり，r0は長さの次元をもつパラメータである。次のトー
ラス形の ansatzを考える：

Z1 =
√

1− g(z, ξ)eimΘ(z,ξ), Z2 =
√
g(z, ξ)einφ (1.4.63)

ただし，0 ≤ g ≤ 1, − π ≤ Θ ≤ πであり，n,mはある整数とする。これを (1.4.57)に代入す
ると，

H =
nm

2π

∫ 1

0

dz

∫ π

−π
dξ [∂z(g∂ξΘ)− ∂ξ(g∂zΘ)] (1.4.64)

が得られる。境界条件として，

g(z = 0, ξ) = 0, g(z = 1, ξ) = 1, (1.4.65)

Θ(z, ξ = −π) = −π, Θ(z, ξ = π) = π (1.4.66)

を課す。そのとき，ξ = ±πにおいて ∂zΘ = 0なので，(1.4.64)を部分積分すれば，

H = mn (1.4.67)

と得られる [49]。これは，ξに沿ってm回巻いている閉曲線と，φに沿ってn回巻いている閉曲
線が絡んでいるということを表している。さらに，配位のφに垂直なある断面は，トポロジカル
チャージがmである 2次元の baby skyrmionと解釈できる。したがって，トーラス形のHopfion
は，トポロジカルチャージmの baby skyrmionをφに沿って n回巻いてできた閉ループである。
一般のHopfionも baby skyrmionでできた閉ループであると解釈できるだろう。
さて，Hopfion解について議論しよう。N = 1, 2に対しては，トーラス形の配位がそのHopf不
変量をもつ配位の中で最小のエネルギーを与えることが知られている。したがって，ansatz(1.4.63)
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のもとでEuler-Lagrange方程式を解けば，適切な解が得られるだろう。しかし，実際にはEuler-
Lagrange方程式はとても複雑であるため，ansatzを課したエネルギー汎関数を数値的に極小化
することによって解が構築された [50, 15]。一方で，より高次のN に対しては，軸対称性をも
つ配位は，そのHopf不変量に対する最小のエネルギーを与える配位にならないため，ansatzを
用いずに，3次元の数値シミュレーションによって，エネルギー汎関数を極小化することで解
が構築された [48, 51, 52, 53]。

Hopf不変量が 1から 8までの解がもつ典型的な量（コア，ねじれ構造，エネルギー密度）の等
位面を図 1.12に示す。コアは，n⃗ = (0, 0,−1)を意味するが，図示するのが難しいため，ϵ ≈ 0.2

として n3 = −1+ ϵのある等位面を表している。ねじれ構造は，n⃗ = (0, 0,−1)と n⃗ = (0,−1, 0)

の周りのある等位面を図示したものであり，これからHopf不変量を確認することができる。解
に対するそれらの量の性質を以下に示す：

• H = 1, 2

どちらもコアは軸対称性をもつトーラスである。ただし，エネルギー密度は，H = 1の
場合には原点に局在しているのに対して，H = 2の場合にはトーラスに近い形をしてい
る。ねじれ構造を見ると，実際にHopf不変量の値だけ巻きついていることがわかる。

• H = 3, 4, 5

これらのコアは，1つの閉ループになっている，軸対称性は持っていない。エネルギー密
度はトーラス状ではなく，それぞれ穴がH − 1個空いたプリッツェルのような形状をし
ている。

• H = 6, 7, 8

Hが 6以上になると，コアの形は単一の閉ループではなく，2つのループが絡んだ状態に
なる。2つのループそれぞれがすでに絡み合っているので，Hopf不変量をねじれ構造か
ら一目で理解するのは難しい。H = 7のコアの形は三葉結び目のような形状をしており，
H = 8のコアはH = 2のコア 2つが絡んでいる形をしている。

Hopfionは，Skyrme-Faddeev模型 (1.4.55)の他にも，(1.4.55)にポテンシャル項やDM相互作
用を加えた模型やGiesによる拡張項を加えた extended Skyrme-Faddeev模型においても構築さ
れている [54, 55, 49]。



29

図 1.12: H = 1から 8のHopfion。左から，コア，ねじれ構造，エネルギー等位面を表している。
また，下に行くにしたがってHopf不変量Hが大きくなっている。図は [48]の図を改変したも
のである。



第2章 CPN−1非線型シグマ模型における
インスタントン解

この章では，SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型である，CPN−1非線型シグマ模型を導入
し，その模型のインスタントン解について紹介する。ここで，CP 1非線型シグマ模型は，O(3)
非線型シグマ模型と等価である。そのため，CPN−1非線型シグマ模型は，O(3)非線型シグマ模
型を SU(N)対称性を持たせるように拡張した模型である。この模型には，Belavin-Polyakov型
の (反)インスタントン解 [22]のほか，Din-Zakrewski解と呼ばれるインスタントン-反インスタ
ントンの結合状態である配位も解析解として存在する [23]。さらに，CPN−1非線型シグマ模型
に高次微分項を加えた模型，CPN−1 extended Skyrme-Faddeev模型にも，高次微分項の結合定
数がある条件を満たす場合，インスタントン解が存在するので，それについても紹介する [24]。

2.1節では，CPN−1非線型シグマ模型におけるインスタントン解について議論する。まず，
2.1.1項では，対称性やトポロジカルチャージなど，模型のもつ性質について議論する。2.1.2項
では BPインスタントン解を，2.1.3項では Din-Zakrewski解を議論する。2.2節では，CPN−1

extended Skyrme-Faddeev模型の持つインスタントン解について議論する。

2.1 CPN−1非線型シグマ模型におけるインスタントン解

2.1.1 CPN−1非線型シグマ模型

3+ 1次元Minkowski時空におけるCPN−1非線型シグマ模型のラグランジアン密度は次のよ
うに与えられる：

L = (DµZ)
†(DµZ) , Z† · Z = 1 (2.1.1)

ここで，Z = (Z1, · · · , ZN)は大きさ 1のN成分の複素ベクトルである。また，共変微分Dµは，
N 成分のベクトルΨに対して次のように作用する：

DµΨ = ∂µΨ− (Z† · ∂µZ)Ψ (2.1.2)

ラグランジアン (2.1.1)は大域的な変換Z 7→ AZのもとで不変に保たれる。ここで，A ∈ SU(N)

である。また，エネルギーの有限性から要求される境界条件は，無限遠において

DµZ = 0 (2.1.3)

である。この条件は，Zk = |Zk|eiφk と置くと，

Z† · ∂µZ =
∂µ|Zk|
|Zk|

+ i∂µφk　 (2.1.4)

30
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と表せる。ここで，非線型拘束条件Z† · Z = 1より，

∂µ(Z
† · Z) = ∂µZ

† · Z + Z† · ∂µZ = 2Re(Z† · ∂µZ) = 0 (2.1.5)

が成り立つので，(2.1.4)の左辺は純虚数である。さらに，(2.1.4)の左辺は添え字 kに拠らない
ことから，|x⃗| → ∞において満たすべき境界条件は{

∂µ|Zk| = 0

φ1 = · · · = φN+1

(2.1.6)

である。この境界条件を満たす配位のうち，最大の対称性をもつのは，一般性を欠くことなく

Z(x)
|x|→∞−−−−→ Z∞ = (eiφ(θ), 0, · · · , 0) (2.1.7)

と表せる。したがって，SU(N)対称性から自発的に以下の大域的な変換に対応する SU(N −
1)× U(1)対称性まで破れる：

Z 7→ BZ , B = eiα

(
1 0

0 B̂

)
, B̂ ∈ SU(N − 1) (2.1.8)

したがって，この模型における 2次元平面上に局在するソリトン解の配位はホモトピー群

π2(SU(N)/(SU(N − 1)× U(1))) = π1(U(1)) = Z (2.1.9)

の要素で特徴付けられる。このホモトピー群の要素に対応するトポロジカルチャージは

Qtop = − i

2π

∫
d2x εij(DiZ)

†(DjZ) (2.1.10)

で与えられる。
解を導出するために，CPN−1非線型シグマ模型のEuler-Lagrange方程式を導出する。Z†Z = 1

を満たしたまま，変分を取るために，Lagrangeの未定乗数 λ
(
Z†Z − 1

)
を導入する。未定乗数

を加えたラグランジアンをLλと書き，その変分を計算すると，

∂α
∂Lλ

∂ (∂µZ†)
− ∂Lλ
∂Z† = ∂µ∂

µZ − 2(Z†∂µZ)∂
µZ − λZ

= ∂µ∂
µZ − (Z†∂µZ)∂

µZ − ∂µ
[(
Z†∂µZ

)
Z
]
+ ∂µ(Z†∂µZ)Z − λZ

= DµD
µZ − (Z†∂µZ)

2Z + ∂µ(Z†∂µZ)Z − λZ

= DµD
µZ − λ̃Z (2.1.11)

となる。ここで，λ̃ = (Z†∂µZ)
2 − ∂µ(Z†∂µZ) + λである。式 (2.1.11)にZ†をかけると，

λ̃ = ZDµD
µZ = − (DµZ)

† (DµZ) (2.1.12)

と得られる。ここで，2つ目の等式を得るために Z†DµZ = 0を用いた。よって，CPN−1非線
型シグマ模型の Euler-Lagrange方程式は，

DµD
µZ + (DµZ)

† (DµZ)Z = 0 (2.1.13)

と得られる。以下では，この方程式がもつ 2種類の非自明な解―すなわち，BPインスタントン
解 [56]とDin-Zakrewski解 [23]―について議論する。



32

2.1.2 インスタントン解

まず，BPインスタントン解から議論する。方程式を解くためには，次に与えるように，複素
スカラー場 uiを用いてZを記述することが便利である：

Z =
(1, u1, · · · , uN−1)

T√
1 + |u1|2 + · · ·+ |uN−1|2

(2.1.14)

ここで，T は転置を表している。(2.1.14)を (2.1.13)に代入すると，次のN − 1本の方程式が得
られる：

(1 + u† · u)∂µ∂µuk − 2(∂µu
† · u)∂µuk = 0 , k = 1, · · · , N − 1　 (2.1.15)

いま，CP 1の場合と同様に座標

z ≡ x1 + iϵ1x
2 , w ≡ x3 + ϵ2x

0 (2.1.16)

を導入する。ここで，ϵa = ±1で，符号は独立に選ばれる。この座標を用いて複素スカラー場
ukを

uk = uk(z, w)　 (2.1.17)

と仮定すると，
∂1uk = iϵ1∂2uk , ∂3uk = ϵ2∂0uk (2.1.18)

を満たす。この関係式から

∂µ∂
µuk = (∂0 + ∂3)(∂0 − ∂3)uk − (∂1 + i∂2)(∂1 − i∂2)uk = 0 (2.1.19)

(∂µuj)(∂
µuk) = ∂0uj∂0uk − ∂1uj∂1uk − ∂2uj∂2uk − ∂3uj∂3uk = 0 (2.1.20)

が成り立つので，(2.1.17)は方程式 (2.1.15)を満たしている。ゆえに，場の 1価性から一般解が

uk = Pk(z)e
iψk(w) (2.1.21)

と記述できる。ここで，場の 1価性から Pk(z)は zの任意の有理関数で，ψk(w)はwの任意の
実関数である。
静的な BPインスタントンは，CPN−1非線型シグマ模型における BPS方程式からも得られ
る。2次元平面上のCPN−1非線型シグマ模型の Bogomol’nyiバウンドは，

Estatic =

∫
d2x (DiZ)

† (DiZ)

=
1

2

∫
d2x

[
(DiZ)

† (DiZ) + (εijDjZ)
† (εikDkZ)

]
=
1

2

∫
d2x (DiZ ± iεijDjZ)

† (DiZ ± iεikDkZ)∓ i

∫
dx2 εij (DiZ)

† (DjZ)

≥2π|Qtop| (2.1.22)

と与えられる。ただし，i, j, k = 1, 2である。したがって，BPS方程式は

DiZ = ±iεijDjZ (2.1.23)
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である。いま (2.1.14)を次のように記述する：

Z =
Ẑ

|Ẑ|
, Ẑ = (1, u1, · · · , uN−1)

T (2.1.24)

このとき，(2.1.23)は

∂iẐ

|Ẑ|
+Di

(
1

|Ẑ|

)
Ẑ = ±iεij

[
∂jẐ

|Ẑ|
+Dj

(
1

|Ẑ|

)
Ẑ

]
(2.1.25)

となる。ここで，Ẑの第一成分が 1であることと (2.1.23)より，

Di

(
1

|Ẑ|

)
= ±iεijDj

(
1

|Ẑ|

)
(2.1.26)

が成り立つことに注意すると，(2.1.14)は

∂iuk = ±iεijuk k = 1, 2, · · · , N − 1 (2.1.27)

に帰着する。ただし，すべての k に対して，同じ符号を選ばなくてはならないことに注意す
る。式 (2.1.27)は Cauchy-Riemann方程式なので，確かに静的な BPインスタントンすなわち
uk = Pk(z)が BPS方程式から得られることが示された。

BPインスタントンのトポロジカルチャージは，x1x2平面上の無限遠を含む領域における，uk
のもつポールの数と等しい。具体例として，もっとも単純な解

uk = ck

(
z

r0

)nk

　 (2.1.28)

を考える。ここで，ckは任意の複素定数で，nkは整数，r0は長さのスケールを持った定数とす
る。このとき，トポロジカルチャージは

Qtop = (nmax + |nmin|) ϵ1 (2.1.29)

と与えられる。ここで，nmaxは nkの中で最大の正の整数で，nminは nkの中で最小の負の整数
である。以下に例をあげる (ただし，簡単のため ϵ1 = 1とする。)：

(n1, n2, n3) = (4, 3, 1) =⇒ Qtop = n1 = 4

(n1, n2, n3) = (4, 3,−1) =⇒ Qtop = n1 + |n3| = 5 (2.1.30)

また，解 (2.1.28)はBogomol’nyiバウンドを満たしているので，単位長さ当たりのエネルギーは

E = 2π(nmax + |nmin|) = 2πQtop (2.1.31)

と表すことができる。
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2.1.3 Din-Zakrzewski解

次に，インスタントン-反インスタントンの結合状態である Din-Zakrzewski（DZ）解の簡単
なレヴューを行う。この解はBPS方程式から得ることができないため，Euler-Lagrange方程式
を直接解かなければならない。しかし，統一的な構築方法が知られている。それは，静的なBP
インスタントン解のBäcklund変換するというものである。Bäcklund変換の演算子P±を，任意
のベクトルΦに対して，

P±Φ = ∂±Φ− (Φ†∂±Φ)

|Φ|2
Φ (2.1.32)

と定義する。ここで，便宜上 ∂+ ≡ ∂z，∂− ≡ ∂z̄とした。このとき，ZBPを静的なBPインスタ
ントン解を表す複素ベクトルとして，DZ解は

Z(n) =
P n
+ZBP

|P n
+ZBP|

, n = 0, 1, · · · , N − 1 (2.1.33)

で与えられる。ここで，P n
+Z = P+(P

n−1
+ Z)という関係がある。また，Φ = Φ̂/|Φ̂|に対して，

P±Φ =
P±Φ̂

|Φ̂|
(2.1.34)

となるので，Z(n)は

Z(n) =
P+Z

(n−1)

|P+Z(n−1)|
, n = 1, · · · , N − 1 (2.1.35)

と書くことができる。Z(n)はすべて Euler-Lagrange方程式を満たし，特に Z(0)は BPインスタ
ントン，Z(N−1)は BP反インスタントンである。また。0 < n < N − 1に対してはインスタン
トン-反インスタントンの結合状態である。このインスタントン-反インスタントンの結合状態
は，鞍点解であることが知られている。
式 (2.1.33)がEuler-Lagrange方程式を満たすことを示す。2次元平面上の静的な配位に対して，

Euler-Lagrange方程式 (2.1.13)は

(D+D− +D−D+)Z +
(
|D+Z|2 + |D−Z|2

)
Z = 0 (2.1.36)

と書ける。ここで，
[D+, D−] = |D+Z|2 − |D−Z|2 (2.1.37)

を用いると，(2.1.36)は
D−D+Z + |D+Z|2Z = 0 (2.1.38)

もしくは
D+D−Z + |D−Z|2Z = 0 (2.1.39)

と書くことができる。
DZ解 (2.1.33)が (2.1.38)または (2.1.39)を満たすことを示すには，(2.1.35)の関係を用いて，

Z =
D

(ω)
+ ω

|D(ω)
+ ω|

, D
(ω)
± = ∂± − ω†∂±ω (2.1.40)
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が (2.1.39)を満たすことを示せばよい。ここで，ωは次の関係を満たすN 成分の単位複素ベク
トルである：

D
(ω)
− D

(ω)
+ ω + χ2ω = 0, χ =

∣∣∣D(ω)
+ ω

∣∣∣ (2.1.41)

つまり，D(ω)
+ ωは P+Z

(n−1)に対応している。
(2.1.41)にD

(ω)
+ = χZを代入する。そのとき，ωとD

(ω)
± ωは直交しているので ω†Z = 0であ

ることを使うと
Z†∂±Z = ω†∂±ω ± ∂± logχ (2.1.42)

が得られる。この関係を使うと，

D−Z = D
(ω)
−

(
D

(ω)
+ ω

χ

)
+ (∂− logχ)Z

=
1

χ
D

(ω)
− D

(ω)
+ ω − χZ

∂−χ

χ2
+ (∂− logχ)Z

= −χω (2.1.43)

となる。さらに，

D+D−Z = −D+(χω)

= −χD(ω)
+ ω − ∂+χω + ∂+ (logχ)χω

= −χ2Z (2.1.44)

が得られる。(2.1.44)の左からZ†を掛けると，

χ2 = −Z†D+D−Z = |D−Z|2 (2.1.45)

であることがわかる。したがって，式 (2.1.40)で与えられたZは，(2.1.39)を満たすことが示され
た。Z(0) = ZBPはEuler-Lagrange方程式を確かに満たすので，Z(0)をBäcklund変換して得られ
たZ(1)もEuler-Lagrange方程式を満たす。同様にして，0 < n ≤ N−1に対して，Euler-Lagrange
方程式を満たすZ(n−1)を変換することで得られたZ(n)が，Euler-Lagrange方程式を満たすこと
が帰納的にわかる。

2.2 CPN−1 extended Skyrme-Faddeev模型
前章で紹介した extended Skyrme-Faddeev模型は，SU(2) Yang-Mills理論から導出できるこ
とから，SU(2) Yang-Mills理論の有効模型だと考えられている。より高次の SU(N)ゲージ群
を持つYang-Mills理論から，有効模型を導出するのは非常に困難で，いまだ完全な導出はなさ
れていない。ただし，SU(N) Yang-Mills理論の低エネルギー領域における自由度は，SU(N)

の商空間である CPN−1や FN−1という多様体で記述されると予想されている [57]。それゆえ，
ターゲット空間が CP 1である extended Skyrme-Faddeev模型を，ターゲット空間が SU(N)の
商空間であるように拡張した模型が SU(N) Yang-Mills理論の有効模型の候補として提案され
ている。そのひとつが CPN−1 extended Skyrme-Faddeev模型である。ここでは，単に CPN−1
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Skyrme-Faddeev模型と呼ぶことにする。CPN−1 Skyrme-Faddeev模型は，CPN−1非線型シグマ
模型に 4次の微分項を加えた模型になっており，extended Skyrme-Faddeev模型のときと同様に，
あるパラメータ条件の下，無限個の保存量を持った解析解が見つかっている [24]。この節では，
模型の基本的な性質と解析解の導出について紹介する。
前節では CPN−1 非線型シグマ模型を記述するために，N 次元複素ベクトル Z と複素スカ
ラー場 ukを用いた。Zは対称性の解析，ukは解の導出に便利であった。一方で，Skyrme項な
どの構成には principal variable[58]と呼ばれる行列を用いることが便利である。そのため，まず
principal variableを導入する。Principal variableは，対合的自己同型写像 σを用いて定義される
（σ2 = 1）。ただし，対合的自己同型写像 σの下で，SU(N)の部分群 SU(N − 1)× U(1)の要素
は不変であるとする。そのような写像 σは，T ∈ SU(N)に対して，

σ(T ) = ΩTΩ−1; Ω = eiπΛ; Λ =
2ωN−1 ·H
α2
N−1

(2.2.1)

と定義できる。ここで，αN−1は SU(N)におけるN − 1番目の単純ルート（simple roots）で，
ωN−1はαN−1に対応するSU(N)の基本ウェイト（fundamental weights）である。つまり，2ωN−1 ·
αN−1/α

2
N−1 = 1を満たす。また，不変に保たれる部分群 SU(N − 1)× U(1)は，Cartan生成子

Hi，(i = 1, 2, · · · , N − 1)とαN−1でない単純ルートに対応した昇降演算子で構成される。また，
定義より，

σ(σ(T )) = T, σ(S) = S, T ∈ SU(N), S ∈ SU(N − 1)× U(1) (2.2.2)

が成り立つ。
例として，N = 3の場合を考えてみる。SU(3)の生成子としてGell-mann行列を用いる。こ
のとき，Cartan生成子は対角行列である λ3,λ8を選ぶと便利である。つまり，

H = (H1, H2) = (λ3/
√
2, λ8/

√
2) (2.2.3)

と採る。一方，昇降演算子はGell-mann行列の λ3,λ8以外の成分を用いて

E±α1 =
1

2
(λ1 ± λ2) α1 = (

√
2, 0)

E±α2 =
1

2
(λ4 ± λ5) α2 =

(
− 1√

2
,

√
3√
2

)
(2.2.4)

E±α3 =
1

2
(λ6 ± λ7) α3 =

(
1√
2
,

√
3√
2

)

と定義できる。ここで，αiはルートベクトルである。α3は他の 2つのルートベクトルの正係
数の和（係数はともに 1）で表せるので単純ルートでない。一方，α1,α2はそれぞれ他の 2つの
ルートベクトルの正係数の和で表せないので単純ルートである。2つの単純ルートに対応した
基本ウェイト ωiはそれぞれ

ω1 =

(
1√
2
,
1√
6

)
, ω2 =

(
0,

1√
6

)
(2.2.5)
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と得られる。よって，

Λ =
2ω2 ·H
α2
2

=
1√
3
λ8, (2.2.6)

Ω = exp
(
πiλ8/

√
3
)
= eπi/3

 1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 (2.2.7)

となる。以上から
σ(σ(T )) = ΩΩTΩ−1Ω−1 = T (2.2.8)

が成り立つので，σは対合的自己同形写像の定義をたしかに満たしている。また，不変部分群
SU(2)× U(1)の元は，Cartan生成子と昇降演算子E±α1で構成される。つまり，一般に

k = eiθ

(
k̂ 0

0 1

)
(2.2.9)

と表せる。ここで，k̂はTrk̂ = −1を満たす 2× 2のユニタリー行列である。この kに σを作用
させると，

σ(k) = eiθ

(
12×2 0

0 −1

)(
k̂ 0

0 1

)(
12×2 0

0 −1

)
= eiθ

(
k̂ 0

0 1

)
= k (2.2.10)

となり，確かに k ∈ SU(N − 1)× U(1)は σのもと不変に保たれている。
Principal variable Xの定義は，対合的自己同形写像を用いて

X(g) ≡ gσ(g)−1 g ∈ SU(N) (2.2.11)

と与えられる。k ∈ SU(N − 1)× U(1)に対して σ(k) = kなので，X(gk) = X(g)が成り立つ。
したがって，部分群 SU(N − 1)×U(1)の要素はすべて単位元と見なせるので，CPN−1空間上
の 1点に対してただ 1つのXを定義できる。
3+1次元Minkowski時空上のCPN−1 Skyrme-Faddeev模型のラグランジアン密度は principal

variableを用いて次のように与えられる：

L = −M
2

2
Tr
(
X−1∂µX

)2
+

1

e2
Tr
([
X−1∂µX,X

−1∂νX
])2

+
β

2

[
Tr
(
X−1∂µX

)2]2
+ γ

[
Tr
(
X−1∂µXX

−1∂νX
)]2 (2.2.12)

ここで，M は質量の次元を持ち，e2と β，γは無次元の定数である。ただし，e2 < 0とする。
右辺第 1項は非線型シグマ模型，第 2項は Skyrme項に対応している。第 3項，第 4項は通常の
Skyrme-Faddeev模型には含まれない項で，一般化のために加えられている。これらの項を加え
ることで，4次の微分項のすべての組み合わせを表すことができる。N = 2の場合，この模型
は extended Skyrme-Faddeev模型と一致する。
このラグランジアン (2.2.12)は g ∈ SU(N)に対して 2種類の対称性を持っている。１つ目
は左からの大域的 SU(N)対称性。つまり，g → gg である。ここで，g ∈ SU(N)。これは，
X → gXσ(g)に対応している。このとき，X−1∂µX → σ(g)X−1∂µXσ(g)

−1と変換され，トレー
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スの循環性よりラグランジアン (2.2.12)は不変である。2つ目は右からの局所的SU(N−1)×U(1)
対称性。つまり，g → gkである。ここで，k ∈ SU(N − 1)× U(1)である。この変換は，Xの
定義から明らかにXを不変に保つ。したがって，ラグランジアン (2.2.12)はこの変換のもとで
も不変に保たれる。
複素スカラー場 uiを導入し，principal variableXを具体的に記述する。SU(N)のN次元基本
表現を考える。このとき，群元 g ∈ SU(N)は

g ≡ 1

ϑ

(
∆ i u

i u† 1

)
(2.2.13)

と与えられる。ここでϑ =
√
1 + u† · uである。また，∆は (N − 1)× (N − 1)のエルミート行列

∆ij = ϑ δij −
ui u

∗
j

1 + ϑ
(2.2.14)

と定義され，次の関係を満たす：

∆ · u = u , u† ·∆ = u† . (2.2.15)

いま考えている表現のもとでは，(2.2.1)で定義されたΩは

Ω = eπi/N

(
1N−1 0

0 −1

)
(2.2.16)

と書ける。ここで，1N−1は，N − 1次正方行列の単位行列である。したがって，gに対合的自
己同形写像を作用させると，

σ(g) =

(
1N−1 0

0 −1

)
1

ϑ

(
∆ i u

i u† 1

)(
1N−1 0

0 −1

)

=
1

ϑ

(
∆ −i u

−i u† 1

)
(2.2.17)

= g−1 (2.2.18)

となる。ゆえに，principal variable Xは

X = g2 =

(
1N−1 0

0 −1

)
+

2

ϑ2

(
−u⊗ u† iu

−iu† −1

)
(2.2.19)

と記述できる。
解析解を導出する。ラグランジアン (2.2.12)を u∗i で変分を取ると，次のN − 1本の方程式が
得られる：

(1 + u† · u)∂µ(Cµν∂νui)− Cµν
[
(u† · ∂µu)∂νui + (u† · ∂νu)∂µui

]
= 0　 (2.2.20)

ここで，

Cµν :=M2ηµν −
4

e2

[
(βe2 − 1)τ ρρ ηµν + (γe2 − 1)τµν + (γe2 + 2)τνµ

]
, (2.2.21)

τµν := − 4

ϑ4
∂νu

† ·∆2 · ∂µu = − 4

ϑ4

[
ϑ2∂νu

† · ∂µu− (∂νu
† · u)(u† · ∂µu)

]
(2.2.22)
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である。この方程式はCµν → ηµνとすると，CPN−1非線型シグマ模型の方程式に一致する。
extended Skyrme-Faddeev模型のときと同様に，可積分条件を考える。ターゲット空間がCPN−1

のときの可積分条件は
∂µui∂

µuj = 0　 i, j = 1, · · · , N − 1 (2.2.23)

である [59]。このとき，明らかに τµν∂
µui = 0である。よって，

Cµν∂
µui∂

νuj = 0 i, j = 1, · · · , N − 1 (2.2.24)

が成り立ち，方程式は
∂µ(Cµν∂

νui) = 0 i = 1, · · · , N − 1 (2.2.25)

となる。これを具体的に書くと，次のように与えられる：

M2∂2ui +
16

e2
∂µ

[(
∂νu† · ∆

2

ϑ4

)
j

{
(βe2 − 1)∂νuj∂µui + (γe2 − 1)∂µuj∂νui

}]
= 0 (2.2.26)

ここで，∆2
ij = (1 + u† · u)δij − uiu

∗
j より，{

∂µ
(
∂νu† · ∆

2

ϑ4

)
j

}
∂µui

=

[
∂µ∂νuk

∆kj

ϑ4
− 1

ϑ4
{(∂µ · u)∂νu∗ + (∂ν · u)∂µu∗}+ 1

ϑ6
(∂µu† · u)(∂νu† · u)u∗j

]
∂µui

≡Rµν
j ∂µui (2.2.27)

と表すことができる。Rµν
j = Rνµ

j の関係を用いると，方程式は結局

M2∂2ui +
16

e2

(
∂νu† · ∆

2

ϑ4

)
j

∂µ
[
(βe2 − 1)∂νuj∂µui + (γe2 − 1)∂µuj∂νui

]
8

e2
(βe2 + γe2 − 2)Rµν

j (∂µuj∂νui + ∂µui∂νuj) = 0 (2.2.28)

と得られる。いま，uを BPインスタントンと同様に正則関数

uk = uk(z, w) (2.2.29)

を仮定する。ここで，z = x1 + iϵ1x
2，w = x3 + ϵ2x

0である。ただし，ϵa = ±1で，符号は独立
に選ばれる。このとき，ukは次の 3つの等式を満たす：

∂2uk = 0, ∂µui∂
µuj = 0, ∂µ[∂νui∂µuj] = 0 (2.2.30)

よって，結合定数を
βe2 + γe2 = 2 (2.2.31)

と選ぶと，(2.2.29)は可積分条件と方程式を同時に満たす。ゆえに一般解は，BPインスタント
ン (2.1.21)と同様に

uk = Pk(z)e
iψ(w) (2.2.32)
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で与えられる。ここで，Pkは任意の有理関数で，ψ(w)は任意の実関数である。この解のこと
を Ferreira-Klimas (FK)インスタントンと呼ぶ。この解は，extended Skyrme-Faddeev模型のイ
ンスタントン解と同様，模型に 4次の微分項が含まれているにもかかわらず，スケール不変を
持っている。

FKインスタントンも可積分条件を満たしているため，無限個の保存量を持っている。その
保存カレントは次のように与えられる：

Jµ ≡
N∑
i=1

[
∂G

∂ui
Cµν∂

νui −
∂G

∂u∗i
Cνµ∂

νu∗i

]
　 (2.2.33)

ここで，Gは uiと u∗i の任意の関数である。ただし，微分項は含まないこととする。(2.2.33)を
微分すると

∂µJµ =
N∑
i=1

[
∂µ
(
∂G

∂ui

)
Cµν∂

νui +
∂G

∂ui
∂µ(Cµν∂

νui)− ∂µ
(
∂G

∂u∗i

)
Cνµ∂

νui −
∂G

∂u∗i
∂µ(Cνµ∂

νu∗i )

]
　

=
N∑
j=1

N∑
i=1

[
∂2G

∂ui∂uj
Cµν∂

νui∂
µuj +

∂2G

∂ui∂u∗j
Cµν∂

νui∂
µu∗j

− ∂2G

∂u∗i∂u
∗
j

Cµν∂
νu∗i∂

µu∗j −
∂2G

∂u∗i∂uj
Cµν∂

νu∗i∂
µuj

]
= 0 (2.2.34)

となり，(2.2.33)が保存することが確かめられた。ここで，1段目は方程式 ∂µ（Cµν∂νui) = 0を，
2段目では可積分条件 ∂µui∂

νuj = 0を用いた。



第3章 CPN−1 Skyrme-Faddeev模型におけ
るbaby skyrmion

前章において，CPN−1非線型シグマ模型と CPN−1 Skyrme-Faddeev模型がインスタントン
解を持つことを示した。しかし，N ≥ 3の場合，ターゲット空間が CPN−1 である非線型シ
グマ模型やその拡張した模型において，これまでに知られていたソリトン解は，どれもスケー
ル不変性を持ち，それに伴う不安定性を持っていた。さらに，スケール不変性を持つ解は，現
象を記述するには不適切であるように思われる。そこで我々は，Derrickの定理から，CPN−1

Skyrme-Faddeev模型にポテンシャルを導入し，スケール不変性を破ったソリトンが存在でき
るような模型を構成した。その模型において，解の構築を行った。ここでは，その解のことを
CPN−1 baby skyrmionまたは単に baby skyrmionと呼ぶ。

3.1節では，CPN−1 Skyrme-Faddeev模型にポテンシャルを加えた模型において，場が軸対称
性を持っていると仮定し，その ansatzのもとで運動方程式やハミルトニアンを具体的に書き下
す。3.2節では，模型のもつ対称性をもとにポテンシャルを構成し，CPN−1 Skyrme-Faddeev模
型が軸対称解を持つことを数値計算を用いて示す。

3.1 模型の定式化
3+1次元Minkowski時空におけるCPN−1 Skyrme-Faddeev模型のラグランジアンは，principal

variable Xを用いて次のように与えられる：

L = −M
2

2
Tr(X−1∂µX)2 +

1

e2
Tr(X−1∂µXX

−1∂νX)2

+
β

2

[
Tr(X−1∂µX)2

]2
+ γ

[
Tr(X−1∂µXX

−1∂νX)
]2 − V

(3.1.1)

ここで，V はポテンシャルである。M, e, β, γは結合定数であり，特に e2 < 0であることに注
意する。前章で紹介したように，βe2 + γe2 = 2, V = 0のとき，この模型は解析的なインスタ
ントン解を持つ。この章では，この条件が満たされているパラメータ領域を可積分領域と呼ぶ。
Principal variableは複素スカラー場 uk (k = 1, 2, · · · , N − 1)を用いて次のように記述できる：

X =

(
1N−1 0

0 −1

)
+

2

ϑ2

(
−u⊗ u† iu

iu† 1

)
(3.1.2)

ここで，ϑ =
√
1 + u† · uである。また，1N−1 は，N − 1次正方行列の単位元であり，u =

(u1, u2, · · · , uN−1)である。後の便利のために，ラグランジアンを

L ≡ L0 − V = −1

2

[
M2ηµν + Cµν

]
− V 　 (3.1.3)

41
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と書き直す。ここで，

Cµν =M2ηµν −
4

e2

[
(βe2 − 1)τ ρρ ηµν + (γe2 − 1)τµν + (γe2 + 2)τνµ

]
,

τµν = − 4

ϑ4
∂νu

† ·∆2 · ∂µu = − 4

ϑ4

[
ϑ2∂νu

† · ∂µu− (∂νu
† · u)(u† · ∂µu)

]
,

∆ij = (1 + u† · u)δij − uiu
∗
j

(3.1.4)

である。
このラグランジアン (3.1.3)の任意の場による変分は次のように表せる：

δL = −Cµνδτ νµ − δV (3.1.5)

場 u∗kによる変分に対応している Euler-Lagrange方程式

δL
δu∗k

− ∂α

(
δL

δ(∂αu∗k)

)
= 0 (3.1.6)

を具体的に書き下そう。計算を簡単にするため全体に−(1 + u† · u)2を掛けると，方程式は

∂α

[
1

4
(1 + u† · u)2 δL0

δ(∂αu∗k)

]
− 1

4

δL0

δ(∂αu∗k)
∂α(1 + u† · u)2

− 1

4
(1 + u† · u)2 δL0

δu∗k
+

1

4
(1 + u† · u)2 δV

δu∗k
= 0

(3.1.7)

と書ける。ここで，それぞれの項は

1

4
(1 + u† · u)2 δL0

δ(∂αu∗k)
= −1

4
(1 + u† · u)2Cµν

δτ νµ

δ(∂αu∗k)
= Cα

ν∆
2
kj∂

νuj , (3.1.8)

1

4

δL0

δ(∂αu∗k)
∂α(1 + u† · u)2 = 2Cα

µ∆
2
kj∂

νuj
u† · ∂αu+ ∂αu† · u

1 + u† · u
, (3.1.9)

1

4
(1 + u† · u)2 δL0

δu∗k
= −1

4
(1 + u† · u)2Cµν

δτ νµ

δu∗k

= −2ukCµν
∂µu† ·∆ · ∂νu
1 + u† · u

+ Cµν
[
(∂µu† · ∂νu)uk − (∂µu† · u)∂νuk

]
と計算できる。また，

∂α∆2
kj∂

νuj = (∂αu† · u+ u† · ∂αu)∂νuk − (u† · ∂νu)∂αuk − (∂αu† · ∂νu)uk (3.1.10)

を用いると，方程式は

∆2
kj

[
∂µ(Cµν∂

νuj)− 2Cµν
u† · ∂αu+ ∂αu† · u

1 + u† · u
∂νuj

]
− 2Cµν

[
(∂µu† · ∂νu)uk − (∂µu† · u)∂νuk

]
+ Cµν

[
(u† · ∂µu)∂νuk − (u† · ∂νu)∂µuk

]
+ 2ukCµν

∂µu† ·∆ · ∂νu
1 + u† · u

+
1

4
(1 + u† · u)2 δV

δu∗k
= 0

(3.1.11)
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となる。ここで，∆−2
ij = 1

1+u†·u(δij + u∗iuj)を全体に掛けて整理すると，方程式が以下のように
得られる：

(1 + u† · u)∂µ(Cµν∂νui)− Cµν
[
(u† · ∂µu)∂νui + (u† · ∂νu)∂µui

]
+

1

4
(1 + u† · u)2

N∑
j=1

[
(δij + uiu

∗
j)
δV

δu∗j

]
= 0

(3.1.12)

ここで，∆−2
ij の性質

N∑
k=1

∆−2
ik uk = ui ,

N∑
k=1

∆−2
ik ∂

νuk =
∂nuui + ui(u

† · ∂νu)
1 + u† · u

(3.1.13)

を用いた。また，特にポテンシャルが場の絶対値の関数 V (|u1|2, · · · , |uN |2)である時は

δV

δu∗k
= uk

δV

δ|uk|2
(3.1.14)

と書けるので，方程式は以下の形に帰着する：

(1 + u† · u)∂µ(Cµν∂νui)− Cµν
[
(u† · ∂µu)∂νui + (u† · ∂νu)∂µui

]
+
ui
4
(1 + u† · u)2

[
δV

δ|ui|2
+

N∑
j=1

|uj|2
δV

δ|uj|2

]
= 0

(3.1.15)

次のように定義される無次元円筒座標 (t, ρ, φ, z)を導入する：

x0 = r0t, x1 = r0ρ cosφ, x2 = r0ρ sinφ, x3 = r0z (3.1.16)

ここで，r0は長さの次元を持つ定数で，結合定数M2と e2を用いて

r20 = − 4

M2e2
(3.1.17)

と定義する。ここで，e2 < 0より，r20は正であることに注意する。この座標系の線素 ds2は

ds2 = r20(dt
2 − dz2 − dρ2 − ρ2dφ2) (3.1.18)

と与えられる。
ここでは簡単のため，以下の ansatzで表される軸対称解を考えていく：

uj = fj(ρ)e
i(njφ+kjψ(w)) (3.1.19)

ここで，ψ(w)は light-cone座標 (w = t− zまたはw = t+ z)の実関数であり，njをある整数，
kをある実定数とする。そのとき，可積分領域に属す解としてもっとも簡単なものは

fi(ρ) = ciρ
ni (3.1.20)

と表すことができる。ここで，ciは任意の複素定数である。定式化を簡単にするために，次の
2つの対角行列を導入する：

n ≡ diag(n1, . . . , nN−1), k ≡ diag(k1, . . . , kN−1) (3.1.21)
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これらを用いると ansatz(3.1.19)は行列形式で

u = f(ρ)ei(nφ+kψ(w)) (3.1.22)

と書ける。この ansatzのもと

τµν = − 4

ϑ4

[
ϑ2∂νu

† · ∂µu− (∂νu
† · u)(u† · ∂µu)

]
(3.1.23)

を具体的に書き下すと，以下のようになる：

τρρ ≡ θ(ρ) = − 4

ϑ4

[
ϑ2 f ′T .f ′ − (f ′T .f)(fT .f ′)

]
,　

τφφ ≡ ω(ρ) = − 4

ϑ4

[
ϑ2 fT .n2.f − (fT .n.f)2

]
,

τφρ = −τρφ ≡ iζ(ρ),

ζ(ρ) = − 4

ϑ4

[
ϑ2 f ′T .n.f − (fT .n.f)(f ′T .f)

]
,

τtρ = −τρt ≡ (i∂tψ)ξ(ρ), τzρ = −τρz ≡ (i∂zψ)ξ(ρ),　

ξ(ρ) = − 4

ϑ4

[
ϑ2 f ′T .σ.f − (fT .σ.f)(f ′T .f)

]
,

τtφ = τφt ≡ (∂tψ)η(ρ), τzφ = τφz ≡ (∂zψ)η(ρ),

η(ρ) = − 4

ϑ4

[
ϑ2 fT .n.σ.f − (fT .n.f)(fT .σ.f)

]
,

τtt ≡ (∂tψ)
2χ(ρ), τzz ≡ (∂zψ)

2χ(ρ), τtz = τzt ≡ (∂tψ)(∂zψ)χ(ρ),

χ(ρ) = − 4

ϑ4

[
ϑ2 fT .σ2.f − (fT .σ.f)(fT .σ.f)

]
ここで，T は行列の転置を表し， d

dρ
= ′とした。また，一般の曲線座標 (curvilinear coordinates)

において，方程式 (3.1.12)は

(1 + u† · u)√
−g

∂α(
√
−ggαµgνβCµν∂βui)

− gµαgνβCµν
[
(u† · ∂αu)∂βui + (u† · ∂βu)∂αui

]
+

1

4
(1 + u† · u)2

N∑
j=1

[
(δij + uiu

∗
j)
δV

δu∗j

]
= 0

(3.1.24)

と表せるので，無次元円筒座標のもと，方程式を書き下すと，

(1 + fT .f)

[
1

ρ

(
ρ C̃ρρf

′
i

)′
+
i

ρ

(
C̃ρφ
ρ

)′

(n.f)i −
1

ρ4
C̃φφ(n.f)i

]

− 2

[
C̃ρρ(f

T .f ′)f ′
i −

1

ρ4
C̃φφ(f

T .n.f)(n.f)i

]
+

1

8
(1 + fT .f)2

[
δṼ

δfi
+

N∑
j=1

fifj
δṼ

δfj

]
= 0

(3.1.25)
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が得られる。ここで，C̃µν := 1
r20M

2Cµν，Ṽ :=
r20
M2V と定義した。C̃µν は具体的に次のように書

ける：

C̃ρρ = −1 + (βe2 − 1)
(
θ + ω

ρ2

)
+ (2γe2 + 1)θ ,

C̃φφ = −ρ2 + ρ2(βe2 − 1)
(
θ + ω

ρ2

)
+ (2γe2 + 1)ω ,

C̃φρ = −C̃ρφ = −3iζ

(3.1.26)

3.1.1 エネルギー

ハミルトニアン密度は (3.1.1)の Legendre変換

H :=
δL
δ ∂0ui

∂0ui +
δL
δ ∂0u∗i

∂0u
∗
i − L　 (3.1.27)

で定義する。軸対称解 (3.1.21)に対して，ラグランジアン密度とハミルトニアン密度は，両者
とも ρと，z + tまたは z − tのみを変数にもつ。いま，ラグランジアン密度は以上で定義した
文字を用いて次のように書ける：

L =
M2

r20

(
θ +

ω

ρ2

)
+

2

r40e
2
(βe2 + γe2 − 2)

(
θ +

ω

ρ2

)2

+
4

r40e
2
(γe2 − 1)

ζ2 − θω

ρ2

+
2

r40e
2
(γe2 + 2)

(
θ2 +

ω2

ρ4
− 2

ζ2

ρ2

)
− V (3.1.28)

ここで，M2に比例する項はCPN−1非線型シグマ模型からの寄与である。また，fk(ρ)が正則
解ならば f ′

j(ρ) =
nj

ρ
fj(ρ)という性質から，

θ =
ω

ρ2
=
ζ

ρ
, ξ =

η

ρ
(3.1.29)

が成り立つため，γe2 − 1と γe2 + 2に比例する項はゼロとなる。ラグランジアン密度 (3.1.28)
に Legendre変換を施すことで，ハミルトニアン密度を

H = −M
4e2

4

7∑
j=1

Hj (3.1.30)

と定義する。ここで，Hjは以下のように与えられる：

H1 = −
(
θ +

ω

ρ2

)
, H2 = −2

(
dψ

dw

)2

χ ,

H3 = 2

(
dψ

dw

)2{
(βe2 − 1)

(
θ +

ω

ρ2

)
χ+ (γe2 − 1)

2η2

ρ2

}
,

H4 =
1

2
(βe2 + γe2 − 2)

(
θ +

ω

ρ2

)2

,

H5 = (γe2 − 1)
ζ2 − θω

ρ2
+

1

2
(γe2 + 2)

(
θ2 +

ω2

ρ4
− 2

ζ2

ρ2

)
,

H6 = −6

(
dψ

dw

)2(
ξ2 − η2

ρ2

)
, H7 = Ṽ

(3.1.31)
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ハミルトニアン密度を分割したのは，前章で議論したインスタントンと比較しやすくするため
である。BPインスタントンのハミルトニアンはH1，H2から成っていた。FKインスタントン
では，結合定数への条件 βe2 + γe2 = 2のためH4 = 0でポテンシャルH7を含んでいなかった。
また，一般の正則解に対して (3.1.29)より H5,H6はゼロである。さらに，wに依らない配位，
つまり，静的な配位ではH2,H3,H6がゼロである。よって，一般の静的な配位に対するDerrick
の定理は，解が安定ならば ∫

(H4 +H5 −H7) ρdρ = 0 (3.1.32)

が成り立つことを要求する。

3.2 ポテンシャルの構成と数値解
ここでは，ansatz (3.1.21)のもとで，スケール不変性を持たない解の構築を行う。解の存在は，
導入するポテンシャルの構造に強く依存しているため，ポテンシャルの構成が解の構築の鍵を
握っている。
模型にポテンシャルを加えると，解析的に方程式を解くことができなくなってしまうので，
数値計算を用いて解析を行う。数値計算の便利のため，新たな動径座標 yを導入する：

ρ =

√
1− y

y
⇔ y =

1

1 + ρ2
(3.2.1)

ここで，y = 0が無限遠 ρ = ∞，y = 1が原点 ρ = 0に対応する。同様にして，ansatz (3.1.21)
も yの関数である新たな動径関数 giを用いて

uj =
1√

N − 1

√
1− gj(y)

gj(y)
ei(njφ+kjψ(w)) (3.2.2)

と定義する。係数 1/
√
N − 1は，u1 = . . . = uN−1のとき，任意のN に対して，方程式がCP 1

のものと一致するように導入した。方程式 (3.1.25)に (3.2.2)を代入すると，解くべき方程式が

g′′i
gi(1− gi)

+

(
C ′

1

C1

+
1− 2y

y(1− y)

)
g′i

gi(1− gi)
+

1

2

4gi − 3

(gi(1− gi))2
g′2i

+
1√

y(1− y)3

(
C ′

2

C1

+
1

2

C2

C1

1

y(1− y)

)
ni +

1

2

1

y(1− y)3
C3

C1

n2
i

+

∏N−1
k=1 gk
Θ

{
N−1∑
l=1

(
g′l
g2l

)
g′i

gi(1− gi)
− 1

y(1− y)3
C3

C1

N−1∑
l=1

(
nl
1− gl
gl

)
ni

}

−1

8

1

y3(1− y)

1

C1

Θ

(N − 1)
∏N−1

k=1 gk
δṼi = 0, i = 1, · · · , N − 1 (3.2.3)

と得られる。ここで， Θ ≡
∑N−1

k=1 gkとする。また，Ckは

C1 ≡ C̃ρρ = −1 + (2γe2 + βe2)θ(y) + (βe2 − 1)
y

1− y
ω(y)

C2 ≡ iC̃ρφ = −3ζ(y)

C3 ≡ C̃φφ = −1− y

y
+ (βe2 − 1)

1− y

y
θ(y) + (2γe2 + βe2)ω(y)

(3.2.4)
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と定義し，δViはポテンシャルの寄与を表しており，次のように表せる：

δVi ≡ −(N − 1)g2i
δV

δgi
−

N−1∑
k=1

gk(1− gk)
δV

δgk
(3.2.5)

一般的にポテンシャルが満たすべき条件は，その積分が有限になることと，微分を含まない
ことである。したがって，ポテンシャルの選択には大きな自由度がある。しかし，その条件を
満たしても模型が必ずしも解を持つわけではない。そこで，CP 1の場合，つまりO(3)非線型
シグマ模型を参考に，適切なポテンシャルを構築する。

1.4.2項で議論したように，baby Skyrme模型は old babyポテンシャル

Vold(ϕ⃗) = (1− ϕ⃗∞ · ϕ⃗) (3.2.6)

のもと，安定なソリトン解を持つ。ここで，ϕ⃗は大きさ 1のベクトル ϕ⃗ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)を表し，
ϕ⃗∞は ϕ⃗の無限遠での値である。ここで，慣例通りに ϕ⃗∞ = (0, 0, 1)と採ると，V = (1− ϕ3)と
なる。CP 1多様体の座標 vで模型を記述するため，S2から複素平面へのステレオグラフ射影を
行うと，n⃗は複素スカラー場 vを用いて

ϕ⃗ =
1

1 + |v|2
(v + v∗,−i(v − v∗), |v|2 − 1) (3.2.7)

と表せる。よって，ポテンシャル (3.2.6)は複素スカラー場 vを用いて

Vold(v) =

(
1− |v|2 − 1

1 + |v|2

)
=

2

1 + |v|2
(3.2.8)

と書ける。このポテンシャル (3.2.8)は，old babyポテンシャルのCP 1表示と呼ばれる。
N ≥ 2でも同様の議論が有効であるという推測のもと，ポテンシャル (3.2.8)の CP 2への拡
張を試みる。ターゲット空間CP 2の座標である 2つの複素スカラー場 (u1, u2)を考える。この
とき，(u1, u2)は無限遠において，それぞれ (n1, n2)で特徴付けられる正則関数 (3.1.20)と同様
の振る舞いをすると仮定する。したがって，n1, n2 > 0ならば, ρ→ ∞に対して |u1|, |u2| → ∞
である。
CP 1からCP 2への拡張の 1つとして，|v|2 → |u1|2 + |u2|2というものが考えられる。この拡
張をポテンシャル (3.2.8)に適用すると

V (vi) =

(
1− |u1|2 + |u2|2 − 1

1 + |u1|2 + |u2|2

)
=

2

1 + |u1|2 + |u2|2
(3.2.9)

が得られる。しかし，このポテンシャル (3.2.9)のもとでは，n1 = n2のときしか解が得られな
かった。これは，本質的に埋め込み解であり，新たな解ではない。
以上の議論ではうまくいかなかったので，新たな拡張の方法を考えなければならない。場の
拡張の方法として，以上で行ったスカラー場の拡張のほかに，模型を記述する行列を拡張する
方法が考えられる。ポテンシャル (3.2.6)は U := τ⃗ · ϕ⃗ ∈ SU(2)を用いて，

Vold(U) =
1

2
Tr(1− U †

∞U) (3.2.10)
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と表すこともできる。これは，(τ⃗ · ϕ⃗∞)(τ⃗ · ϕ⃗) = ϕ⃗∞ · ϕ⃗+ iτ⃗ · (ϕ⃗∞ × ϕ⃗)という恒等式から容易に
確かめられる。いま，CPN−1 Skyrme-Faddeev模型は，principal variable Xで記述されるため，
ポテンシャル (3.2.6)も SU(2)行列 U ではなく principal variable X を用いて表そう。N = 2の
とき，principal variable Xは複素スカラー場 vを用いて，

XCP 1

=
1

1 + |v|2

(
1− |v|2 2iv

2iv∗ 1− |v|2

)
(3.2.11)

となる。このとき無限遠では，(XCP 1

∞ )−1 = diag(−1,−1)をとる。したがって，ポテンシャル
(3.2.10)の U を (3.2.11)で置き換えると

Vold(v) =
1

2
Tr(1− (XCP 1

∞ )−1XCP 1

) =
1

2
Tr(1 +XCP 1

)

=
2

1 + |v|2
(3.2.12)

と得られ，ポテンシャル (3.2.8)と等しくなる。さらに，new babyポテンシャル

Vnew(ϕ⃗) = (1− ϕ⃗0 · ϕ⃗)(1− ϕ⃗∞ · ϕ⃗) = 4|v|2

(1 + |v|2)2
(3.2.13)

も old babyポテンシャルと同様に principal variableを用いて以下のように表せる：

Vnew(v) =
1

4
Tr

(
1−

(
XCP 1

0

)−1

XCP 1

)
Tr

(
1−

(
XCP 1

∞

)−1

XCP 1

)
=
1

4
Tr
(
1−XCP 1

)
Tr
(
1 +XCP 1

)
=

4|v|2

(1 + |v|2)2
(3.2.14)

さらに，これを一般化して

V (X) =

[
1

4
Tr
(
1−X−1

0 X
)]a [1

4
Tr
(
1−X−1

∞ X
)]b

a ≥ 0, b > 0 (3.2.15)

というものも考えることができる。以下では，このポテンシャルの構築法を用いて，ポテンシャ
ルを導入し，数値計算によって解を導出する。

3.2.1 N = 3の場合

まず，CP 2の場合を考える。このとき，方程式 (3.2.4)に含まれる関数 θ, ω, ζは

θ(y) = − 8

Θ2
y3(1− y)

[
(1 + g2)g2g

′2
1

2g1(1− g1)
+

(1 + g1)g1g
′2
2

2g2(1− g2)
− g′1g

′
2

]
,

ω(y) = − 8

Θ2

[
n2
1g1(1− g1)g

2
2 + n2

2g
2
1g2(1− g2) +

1

2
(n1 − n2)

2g1(1− g1)g2(1− g2)

]
, (3.2.16)

ζ(y) = − 8

Θ2

√
y3(1− y)

[
n1g

2
2g

′
1 + n2g

2
1g

′
2 +

1

2
(n1 − n2)

{
g2(1− g2)g

′
1 − g1(1− g1)g

′
2

}]
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である。ここで，Θ = g1 + g2である。
ポテンシャル (3.2.15)は，解の漸近的な振る舞いから決まる。ここでは，正則解と同様の漸近
的振る舞いをする解を探索する。つまり，ある整数 (n1, n2)に対し漸近的な領域では (u1, u2) ∼
(ρn1 , ρn2)を仮定する。したがって，ポテンシャルは行列形式では整数 (n1, n2)の任意な組み合
わせについて同じ型 (3.2.15)で記述できるが，あらわな表式は整数 (n1, n2)の組み合わせで，場
合分けが必要である。

n1 > n2 > 0の場合

解の漸近挙動の仮定より，原点と無限遠における principal variable Xの逆行列は，それぞれ

X−1
0 :=

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , X−1
∞ =

 −1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 (3.2.17)

となる。よって，ポテンシャル (3.2.15)をN = 2からN = 3へ拡張すると

V =

[
1

4
Tr
(
1−X−1

0 X
)]a [1

4
Tr
(
1−X−1

∞ X
)]b

=
(|u1|2 + |u2|2)a(1 + |u2|2)b

(1 + |u1|2 + |u2|2)a+b

=
(g1 + g2 − 2g1g2)

agb1(1 + g2)
b

(g1 + g2)a+b
(3.2.18)

が得られる。ただし，a > 0，b ≥ 0。

n1 > 0 > n2の場合

n2 < 0のとき，場u2は原点で発散する。したがって，このとき原点と無限遠におけるprincipal
variable Xの逆行列はそれぞれ

X−1
0 :=

 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 , X−1
∞ =

 −1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 (3.2.19)

となる。これらを用いて，上と同様に計算すると

V =
(1 + |u1|2)a(1 + |u2|)b

(1 + |u1|2 + |u2|2)a+b

=
gb1g

a
2(1 + g1)

a(1 + g2)
b

(g1 + g2)a+b
(3.2.20)

が得られる。ただし，a > 0，b ≥ 0である。
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0 > n2 > n1の場合

原点と無限遠における principal variable Xの逆行列はそれぞれ

X−1
0 :=

 −1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 , 　X−1
∞ =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (3.2.21)

である。したがって，ポテンシャルは

V =
(1 + |u2|2)a(|u1|2 + |u2|2)b

(1 + |u1|2 + |u2|2)a+b

=
ga1(1 + g2)

a(g1 + g2 − 2g1g2)
b

(g1 + g2)a+b
(3.2.22)

と得られる。ただし，a > 0，b ≥ 0である。
以上のポテンシャルに含まれている定数 a，bは，a > 0，b ≥ 0を満たす任意の実数である。
しかし，ここでは簡単のため，(a, b) = (0, 2)を考える1。このとき，(3.2.18)と (3.2.20)が一致
する。式 (3.2.5)より,方程式へのポテンシャルからの寄与 δViは

δV1 = −4
g21g2(1 + g2)

(g1 + g2)2
, δV2 = 0 (3.2.23)

となる。

漸近解析

解の原点と無限遠の付近での漸近的な振る舞いを調べる。級数展開より，無限遠 ρ → ∞
(y = 0)での漸近解は， n1, n2 > 0のとき

g1(y) = c1y
n1 +O(yn1+1)

g2(y) = c2y
n2 +O(yn2+1)

(3.2.24)

となる。一方，n1 > 0, n2 < 0のとき

g1(y) = c1y
n1 +O(yn1+1) ,

g2(y) = 1 + c2y
n2 +O(yn2+1)

(3.2.25)

と得られる。ciはシューティングパラメータと呼ばれる定数で，高次の振る舞いがすべて ciで
決まる。
いま，(n1, n2)のある組み合わせに対して，H2が収束しない可能性があるため，H2の漸近挙
動を調べる。例えば ψ(w) = wのとき，(n1, n2) = (2, 1)に対しH2を y ∼ 0周りで展開すると，

H(2,1)
2 =

8c1(k1 − k2)
2

c2
y +O(y2) (3.2.26)

1b = 1のとき無限遠での漸近解が存在しない。
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となる。いま，H2に対応したエネルギーE2は

E2 =

∫
d2xH2 = 2π

∫ 1

0

dy

2y2
H2 (3.2.27)

と与えられるため，k1 = k2でなければE2が対数発散を起こす。一方で，(n1, n2) = (3, 1)に対
してH2を y ∼ 0周りで展開すると

H(3,1)
2 =

8c1(k1 − k2)
2

c2
y2 +O(y3) (3.2.28)

と得られる。この場合は，k1, k2の値にかかわらず，E2が有限に保たれることがわかる。以下
では，E2が発散を起こさない場合のみを考えていく。

数値計算

方程式を数値的に解いてソリトン解を導出した。得られたソリトン解の動径関数を図 3.1に
示す。数値計算の手法としては Successive Over-Relaxation (SOR)法を用い，典型的なメッシュ
数はNmesh = 1000とした。
得られた解のエネルギーを表 3.1にまとめる。E1は非線型シグマ模型からの寄与であり，Bo-

gomol’nyiバウンドの議論からE1 ≥ 2πQtopである。表 3.1のE1はすべて 2πQtopより 1%ほど
大きい値になっている。Derrickの定理から要請されるエネルギーの要素間の関係について確認
する。2次元平面上に局在する静的な配位に対するDerrickの定理は，Euler-Lagrange方程式の
解が持つエネルギーへの 4次微分項からの寄与とポテンシャルからの寄与がつり合うことを示
していた。いまの場合，E4 +E5 = E7である。得られた解は，最大でも∼ 1%の誤差でこの関
係を満たしている。また，Derrickの議論より，ポテンシャルは解のスケールを決定する。図 3.2
では，解のサイズとポテンシャルの係数 µ̃2の関係を示している。ポテンシャルの寄与を大きく
すると解が中心に集まり，解が小さくなることがわかる。図 3.3に，ある波数 (k1, k2)に対する
単位長さ当たりのエネルギー密度 H̃(ρ)を示す。k1 = k2のとき，等しいトポロジカルチャージ
を持つ解のエネルギーは似た形をしているが，k1と k2を変えると整数 (n1, n2)に応じて様々に
変化する。また，図 3.4には βe2と γe2を変数としたときのエネルギーの変化を示す。

3.2.2 N > 3の場合

CP 2の場合と同様にして，N > 3の場合へ拡張をすることができる。ここでは簡単のため，
すべての整数 niが正の場合を考える。ここで，i = 1, · · · , N − 1である。 n1が niの中で最大
のとき，principal variable Xは

X−1
∞ = diag(−1, 1, · · · , 1,−1) (3.2.29)

をなる。このとき，一般化された new baby型ポテンシャル (3.2.15)は

V (ui) =
(
∑N

i=1 |ui|2)a(1 +
∑N

j=2 |uj|2)b

(1 +
∑N

k=1 |uk|2)a+b
　 (3.2.30)
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表 3.1: (a, b) = (0, 2)のときの，ポテンシャル (3.2.18),(3.2.20)における全エネルギーとその要
素。ここで，パラメータは (M,βe2, γe2, µ2, k1, k2) = (0.5, 2.0, 2.0, 1.0, 1.0, 2.0)とした。

(n1, n2) E E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7

(3, 1) 224 18.9 70.0 86.4 22.6 0.23 2.93 22.7
(2,−1) 226 18.9 71.7 86.5 22.6 0.22 2.97 22.8

(4, 2) 321 25.4 84.5 127 34.3 0.60 15.2 34.5
(4, 1) 276 25.3 81.4 112 31.4 0.59 -6.46 31.8
(3,−1) 277 25.3 82.1 112 31.3 0.59 -6.35 31.9
(2,−2) 328 25.3 90.4 127 34.2 0.59 15.5 34.6

(5, 2) 378 31.5 93.4 158 42.7 0.28 9.40 42.5
(5, 1) 325 31.8 89.8 126 41.8 1.53 -8.99 42.9
(4,−1) 324 31.8 89.2 126 41.8 1.51 -8.76 42.9
(3,−2) 379 31.5 94.8 158 42.5 0.28 9.78 42.7

と得られる。ここで，a ≥ 0, b > 0である。
もし，最大の整数が 2つあったとき，つまり n1 = n2ならば,ポテンシャルは CPN−2の場合
と一致する。これをCP 3を例に確認しよう。このとき，principal variable Xの逆行列は

X−1
∞ =


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 (3.2.31)

となる。したがって，old baby型ポテンシャルは

V (ui) = Tr(1−X−1
∞ X)

= 2
2 + |u1 − u2|2 + 2|u3|2

1 + |u1|2 + |u2|2 + |u3|2
(3.2.32)

と得られる。ここで，u1 = u2 = u/
√
2とすれば，(3.2.32)はCP 2のポテンシャル (3.2.18)にお

いて (a, b) = (0, 1)としたものに一致する。
次に，n1 > n2 > n3 > 0の場合を考えよう。このとき (3.2.30)より，(a, b) = (0, 2)に対応す
るポテンシャルは

V (ui) =

(
1 + |u2|2 + |u3|2

1 + |u1|2 + |u2|2 + |u3|2

)2

(3.2.33)

と得られる。ここに ansatz(3.2.2)を代入すると，

V (gi) =

(
g1(g2 + g3 + g2g3)

g1g2 + g2g3 + g3g1

)2

(3.2.34)
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となる。よって，このポテンシャルからの方程式への寄与 δViは次のように計算できる：

δV1 = −6
g21g2g3(g2 + g3 + g2g3)

(g2g3 + g3g1 + g1g2)2

δV2 = δV3 = 0 (3.2.35)

このポテンシャルのもとでの典型的な数値計算結果を図 3.5に示す。Derrickの定理から要求さ
れるエネルギーの関係式は E4 + E5 − E7 ∼ 0.12である。

3.3 議論
この章では，CPN−1 Skyrme-Faddeev模型にポテンシャルを加え，その模型においてスケー
ル不変性を持たない解の構築を行った。ポテンシャルは，微分を含まない場の関数で，その積
分が発散しないことが必要条件であった。我々は，baby Skyrme模型におけるポテンシャルを
参考にポテンシャルの構成を行った。Baby Skyrme模型のポテンシャルの一般化は少なくとも
2つの方法が考えられた。1つは，複素スカラー場の数を模型の自由度に合わせて増やすという
ものであった。しかし，この方法では埋め込み解しか得ることができなかった。そのため，我々
は，ポテンシャルを principal variableで記述し，その行列を大きくすることで一般化を行った。
そのように構成したポテンシャルのもとでは，様々な巻き数の組み合わせに対して，軸対称解
が存在することを示した。
なぜ，そのようなポテンシャルが機能したのかを議論する。一般に，ターゲット空間がG/H

で与えられる非線型シグマ模型は，大域的なG対称性と局所的なH 対称性をもっている。こ
のとき，境界条件を選択することで，大域的な対称性はHまで自発的に破れる。ポテンシャル
は，取りえる境界条件に制限を課し，大域的な対称性を破ることがあるが，局所対称性を破っ
てしまうと，ターゲット空間の構造を変更してしまう。ターゲット空間が変わると，写像のも
つトポロジカルな性質が変更を受けてしまう場合がある。そのため，ポテンシャルは少なくと
も局所的対称性を保持しなくてはならないと考えられる。Principai variableを用いた構成は，局
所対称性を常に保障している。また，無限遠での射影演算子X∞を用いたことで，局所対称性
を保持したまま，積分を発散しないポテンシャルを構成することができた。このポテンシャル
の構成は，とても一般的であり，様々な非線型シグマ模型へ応用することができるだろう。
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図 3.1: ポテンシャル (3.2.18),(3.2.20)における動径関数 g1 (実線)と g2 (点線)。ここで，ポテン
シャルの次数は (a, b) = (0, 2)とし，パラメータは (βe2, γe2, µ̃2) = (2.0, 2.0, 1.0)に選んだ。
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図 3.2: いくつかの µ̃2に対しての，ポテンシャル (3.2.18),(3.2.20)における，動径関数 (g1, g2)と
エネルギー密度 H̃。ここで，ポテンシャルの次数は (a, b) = (0, 2)とし，ほかのパラメータは
(βe2, γe2, k1, k2) = (2.0, 2.0, 1.0, 2.0)に選んだ。
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図 3.3: ポテンシャル (3.2.18),(3.2.20)における，エネルギー密度 H̃。(k1, k2) = (1.0, 1.0) (黒)，
(k1, k2) = (1.0, 2.0) (赤)，(k1, k2) = (2.0, 1.0) (青)。ここで，ポテンシャルの次数は (a, b) = (0, 2)

とし，ほかのパラメータは (M,βe2, γe2, µ̃2) = (0.5, 2.0, 2.0, 1.0)に選んだ。
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第4章 FN−1非線型シグマ模型におけるイ
ンスタントン解

ここからの 3章は，旗多様体 FN−1 = SU(N)/U(1)N−1をターゲット空間とする非線型シグ
マ模型，すなわち FN−1非線型シグマ模型におけるソリトンを議論する。この章では，その基
礎として，インスタントン解を扱い，一方で，後の 2章では相互作用を模型に加えることで模
型のスケール不変性を破り，スケール不変性を持たない解の構築を行う。
FN−1非線型シグマ模型は，CPN−1非線型シグマ模型と同様に，SU(N) Yang-Mills理論の低
エネルギー有効模型の有力な候補である [9]。さらに，1次元格子や 2次元三角格子上のSU(N)

反強磁性 Heisenberg模型から，その低エネルギーかつ格子の連続極限において，導出される
[4, 5]。そのため，豊富な物理的応用の可能性を含んでいる模型である。
しかしながら，主として数学的困難から，FN−1非線型シグマ模型の研究はあまり行われてこ
なかった。その数学的困難は，FN−1の多様体としての性質に起因している。N ≥ 3に対して，
旗多様体 FN−1は，Hermite非対称空間であり，一般にはKähler多様体ではない。（CPN−1は，
Hermite対称空間であり，Kähler多様体でもある。）ターゲット空間がHermite対称空間である
非線型シグマ模型の Euler-Lagrange方程式は，ゼロ曲率条件と等価であり，その解が無限個の
保存量を持つ [60]。これは，Euler-Lagrange方程式が可積分であることを示している。しかし，
Hermite非対称空間の場合は，Euler-Lagrange方程式とゼロ曲率条件が等価ではなくなってしま
うため，可積分ではないと考えられていた1。さらに，Kähler多様体ならばトポロジカルチャー
ジを，その多様体が持つKählerポテンシャルから一般的に定義することができるが，FN−1非
線型シグマ模型の場合，一意的にトポロジカルチャージを定義することができない。そのため，
特別な場合にしか，従来の BPSの方法が使えない [61]。
近年，FN−1非線型シグマ模型におけるソリトン解についての研究において，いくつか進展が
あった。論文 [62]では，F2をCP 2×CP 2×CP 2に埋め込み，そこで位相不変量を定義すると，
その位相不変量でBogomol’nyiバウンドが与えられることが示された。さらに，そのBPS方程
式を解き，解を導出した。ただし，この解はF2の単純に埋め込まれたF1 ≈ S2部分多様体のみ
で記述される解であった。すなわち，O(3)非線型シグマ模型におけるインスタントン解を，対称
性を大きくした模型であるF2非線型シグマ模型に埋め込んだものになっている。論文 [63]では，
Kalb-Ramond場を模型に導入すると，Euler-Lagrange方程式がゼロ曲率条件と等価となり，可
積分性によって，埋め込み解ではなく，一般的な解が構築できることが示された。Kalb-Ramond
場は，1次元格子上のSU(N)反強磁性Heisemberg模型からFN−1非線型シグマ模型を導出する
と，自然と現れる [4, 64, 65]。しかし，高次元の格子上のHeisenberg模型やYang-Mills理論か
ら，Kalb-Ramond場が FN−1非線型シグマ模型にともなって現れるかは非自明である。そのた

1論文 [60]において，ターゲット空間が Hermite対称空間ならば可積分であることは示されているが，非対称
空間の場合に可積分ではないことは示されていない。
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め，我々はKalb-Ramond場を模型に導入せずに，単純な埋め込み解ではない解の構築を行う。
この章の構成について述べる。4.1節では，F2非線型シグマ模型のラグランジアンや位相不変
量，解を得るために適切な場のパラメトリゼーションなどを導入する。4.2節では，[62]の簡単
なレヴューを行う。模型のもつBogomol’nyiバウンドなどの数理構造を理解することが目的で
ある。4.3節では，実際に Euler-Lagrange方程式を解くことで解の導出を行う。4.4節では，得
られた解の持つエネルギーの構造について議論する。この議論を通して，我々がEuler-Lagrange
方程式を解くことで導出した解も，BPS解のように，1階の（連立）微分方程式から導出でき
ることを示す。ただし，このときの連立 1階微分方程式は，Bogomol’nyi型のバウンドを満たす
条件のほかに，追加の条件が必要になる。さらに，4.5節で，得られた解の性質について，ター
ゲット空間 F2の幾何学的視点から解釈をする。最後に，この章のまとめを 4.6節で行う。

4.1 F2非線型シグマ模型
この節では，F2非線型シグマ模型におけるインスタントン解の導出や，得られた解の性質を
より簡単に解析するための準備を行う。4.1.1項では，一般的に定義されたラグランジアンを，
より扱いやすい場を導入し，その場を用いて書き下す。4.1.2項では，解を得るために適切な場
のパラメトリゼーションを導入する。これは，O(3)非線型シグマ模型におけるステレオグラフ
射影の類似物である。さらに，4.1.3項において，模型のターゲット空間をなす多様体 F2の幾
何学的性質をもとに，模型や解のもつトポロジカルな性質について議論する。

4.1.1 ラグランジアン

F2非線型シグマ模型のラグランジアンを定義する。多様体 F2は，Hermite非対称空間なの
で，適切な principal variableを定義することができない。その代わりに，模型の自由度は，次
に定義される su(3)に値を取る場で与えられる；

na = UhaU
†, a = 1, 2 (4.1.1)

ここで，U は SU(3)の要素で，行列 haは su(3)のCartan生成子である。この場は，QCDの文
脈では，カラー場と呼ばれる。
F2非線型シグマ模型のラグランジアンは，カラー場 (4.1.1)を用いて，次のように与えられる：

L = −1

4

2∑
a=1

⟨∂µna, ∂µna⟩ (4.1.2)

ここで，ある行列A,B ∈ su(3)に対して，⟨A,B⟩ = Tr
(
A†B

)
とする。また，便宜上，時空の

メトリックとして，gµν = (−,+,+,+)を採用した。
式 (4.1.2)は非常に抽象的なので，これを扱いやすい形に書き下す。SU(3)行列 U の各列を
ベクトル Za (a = A,B,C)として，このベクトルを用いてラグランジアンを記述する。すなわ
ち，U = (ZA, ZB, ZC)と分解して，各列ベクトルを用いてラグランジアンを書き下す。このと
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き，Zaは 3成分の複素ベクトルで完全系を成しているため，それらは次の正規直交条件と完全
性関係を満たす：

Z†
aZb = δab , (4.1.3)

ZA ⊗ Z†
A + ZB ⊗ Z†

B + ZC ⊗ Z†
C = 13 (4.1.4)

ここで，13は 3× 3の単位行列である。これらの恒等式は，U のユニタリー性と等価である。
Cartan生成子として，

h1 =
λ3√
2
, h2 =

λ8√
2

(4.1.5)

を用いる。さらに，それに付随した昇降演算子

e±1 =
1

2
(λ1 ± iλ2) , e±2 =

1

2
(λ4 ∓ iλ5) , e±3 =

1

2
(λ6 ± iλ7) (4.1.6)

を導入する。ここで，(4.1.5)と (4.1.6)は SU(3)のCartan-Weyl基底を形成する。昇降演算子 ep
に対応するルートベクトルαpは，次のように与えられる：

α±1 = ±

( √
2

0

)
, α±2 = ∓ 1√

2

(
1√
3

)
, α±3 = ± 1√

2

(
−1√
3

)
(4.1.7)

ここで，ルートベクトルの各成分 αpa (a = 1, 2)はそれぞれ Cartan生成子 haに対応している。
Cartan-Weyl基底を用いて，次のように平坦接続を展開する：

U †∂µU = iAaµha + iJpµep (4.1.8)

ここで，その基底は正規直交系を成しているため，カレントは

Aaµ = −i
⟨
ha, U

†∂µU
⟩
, Jpµ = −i

⟨
ep, U

†∂µU
⟩
. (4.1.9)

と与えられる。より具体的には，

A1
µ = − i√

2

(
Z†

A∂µZA − Z†
B∂µZB

)
, A2

µ = − i√
6

(
Z†

A∂µZA + Z†
B∂µZB − 2Z†

C∂µZC

)
(4.1.10)

J1
µ = −iZ†

A∂µZB, J2
µ = −iZ†

C∂µZA, J3
µ = −iZ†

B∂µZC,

J−1
µ = −iZ†

B∂µZA, J−2
µ = −iZ†

A∂µZC, J−3
µ = −iZ†

C∂µZB

(4.1.11)

と得られる。ここで，複素ベクトルの正規直交条件 (4.1.3)より，Aaµは実であり，非対角成分は
J−i
µ = (J iµ)

∗を満たすことがわかる。
Cartan展開 (4.1.8)を用いると，

∂µna = ∂µUhaU
† + Uha∂µU

† = UU †∂µUhaU
† − UhaU

†∂µUU
†

= −U
[
ha, U

†∂µU
]
U † (4.1.12)

より，
2∑

a=1

⟨∂µna, ∂µna⟩ =
2∑

a=1

Tr
([
ha, U

†∂µU
] [
ha, U

†∂µU
])

= −
2∑

a=1

JpµJ
qµαpaα

q
aTr (epeq)

= 2J−p
µ Jpµ (4.1.13)
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が得られる。ここで，昇降演算子の正規直交性と αpaα
−p
a = −|αp|2 = −2を用いた。これより，

(4.1.13)の添え字 pについて和を取れば，ラグランジアン (4.1.2)が，複素ベクトルZaを用いて
次のように書けることがわかる：

L = −
(∣∣∣Z†

A∂µZB

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
B∂µZC

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
C∂µZA

∣∣∣2) (4.1.14)

この表示 (4.1.14)は，SU(3)反強磁性ハイゼンベルグ模型から直接導出されるものである [62, 4]。
次の項では，ベクトル Zaを複素スカラー場を用いて記述する。なぜならば，Zaを用いて方
程式を解くには，場の持つ自由度が明確でなく，正規直交条件と完全性関係をいちいち考慮し
なければならないので，計算が困難であるからである。自由度を明確にするために，複素スカ
ラー場を常に正規直交条件と完全性関係を満たすように導入することで，計算を簡略化できる。
一方で，その複素スカラー場を用いてラグランジアンを記述すると，式が長くなりすぎてしま
うため，ラグランジアンは基本的にZaによる表示 (4.1.14)を用いる。

4.1.2 場のパラメトリゼーション

複素スカラー場を用いてZaを記述する [66]。その記述は，次の同型を通して行われる：

SU(3)/U(1)2 ∼= SL(3,C)/B+ (4.1.15)

ここで，B+は行列式が 1の上三角行列全体である Borel部分群である。ここでは，同型写像
SL(3,C)/B+ → SU(3)/U(1)2を考える。すなわち，SL(3,C)/B+を記述する適切な SL(3,C)
の元からU = (ZA, ZB, ZC)を構成する。この写像の存在は，岩沢分解の帰結によって保障され
ている。
多様体 SL(3,C)/B+を記述する SL(3,C)の元である，次の行列を考える；

X =

 1 0 0

u1 1 0

u2 u3 1

 (4.1.16)

ここで，ui (i = 1, 2, 3)は複素スカラー場である。X は 3つの独立な複素スカラー場によって
記述されているので，6自由度を持っている。これは，多様体F2の次元と一致している。した
がって，この複素スカラー場は多様体 F2の局所座標を表していると考えることができる。
パラメトライズは次のような手順で実現できる；i) Xの各列をベクトルと見なす。ii)そのベ
クトルに Gram-Schmitの正規直交化法を適用することで正規直交基底を構成する。iii)その基
底をZaに割り当てる。
ではまず，Xを 3つの列ベクトルを用いて

X = (c1, c2, c3) (4.1.17)

と表す。ここで，
c1 = (1, u1, u2)

T , c2 = (0, 1, u3)
T , c3 = (0, 0, 1)T (4.1.18)
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である。そのベクトルから，Gram-Schmitの方法により，互いに直交したベクトル

eA = c1 , eB = c2 −
(c2, eA)

(eA, eA)
eA , eC = c3 −

(c3, eB)

(eB, eB)
eB − (c3, eA)

(eA, eA)
eA (4.1.19)

を定義する。ここで，(ci, cj) = c†jciである。(4.1.19)を規格化して，それをZa, (a = A,B,C)に
割り当てる。つまり，Za = (ea, ea)

−1/2 eaと定義する。以上の過程により得られたものを，複
素スカラー場を用いてあらわに書くと

ZA =
1√
∆1

 1

u1
u2

 ,

ZB =
1√

∆1∆2

 −u∗1 − u∗2u3
1− u1u

∗
2u3 + |u2|2

−u∗1u2 + u3 + u3|u1|2

 ,

ZC =
1√
∆2

 u∗1u
∗
3 − u∗2
−u∗3
1


(4.1.20)

となる。ここで，

∆1 = 1 + |u1|2 + |u2|2 , ∆2 = 1 + |u3|2 + |u1u3 − u2|2 (4.1.21)

である。パラメトリゼーション (4.1.20)は，正規直交基底であるので，複素スカラー場の取る
値によらず，明らかに正規直交条件と完全性関係を満たしている。
後の便利のため，1形式Z†

adZbの非対角成分を次のように表しておく：

Z†
BdZA =

1

∆1

√
∆2

(P11du1 + P12du2 + P13du3) ,

Z†
CdZA =

1√
∆1∆2

(P21du1 + P22du2 + P23du3) ,

Z†
CdZB =

1√
∆1∆2

(P31du1 + P32du2 + P33du3)

(4.1.22)

ここで， P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33

 =

 1− u∗1u2u
∗
3 + |u2|2 −u1u∗2 + u∗3 + u∗3|u1|2 0

−u3 1 0

−u3 (u∗1 + u∗2u3) u∗1 + u∗2u3 −∆1

 (4.1.23)

である。

4.1.3 位相不変量

この項では，場の配位を特徴付ける位相不変量について議論する。まず，この章で考えてい
る配位のホモトピー分類を議論する。その後，ターゲット空間の性質を基に，配位を特徴付け
る位相不変量を導入する。
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この章で我々は，2次元平面 (x1, x2)に広がる 2種類の配位—静的な配位と x3軸に沿って光速
で伝播する平面波の成分を持つ配位—を考えている。したがって，場は平面R2 (または R2×R2)
からターゲット空間 F2への写像になっている。ただし，静的な配位も平面波の成分を持った配
位も，局在しているのは x1x2平面上のみであることに注意する。また，解の持つ（単位長さあ
たりの）エネルギーの有限性は，ベクトルZaが x1x2平面の無限遠において定ベクトルになる
ことを要求する。したがって，有限エネルギーを持つ配位に対しては，平面の無限遠を同一視
することができるため，平面R2は球面 S2へとコンパクト化できる。ゆえに，局在した場の配
位は写像 S2 → F2のホモトピー群，つまり π2(F2)で分類される。
ホモトピー群 π2(F2)は，π2 (SU(3)) = π1(SU(3)) = 0より，公式 π2(G/H) = π1(H)を適用
すると

π2(F2) = π2
(
SU(3)/U(1)2

)
= π1

(
U(1)2

)
= Z+ Z (4.1.24)

と得られる。ここで，π1 (U(1)2) = π1 (U(1))× π1(U(1))を用いた。したがって，配位は 2つの
独立な整数で特徴付けられることがわかる。
位相不変量として，まずベクトル Za, (a = A,B,C)のもつ巻き数について議論する [62, 67]。

Zaは，それぞれ 3成分の複素単位ベクトルであるので，写像 S2 → CP 2と見なすことができ
る2。したがって，CP 2非線型シグマ模型のトポロジカルチャージと同様の定義で，Zaのもつ
位相不変量を定義することができる。すなわち，Zaの巻き数は次のように与えられる：

Na = − i

2π

∫
d2x εjk

(
D

(a)
j Za

)†
D

(a)
k Za j, k = 1, 2, ∀a = A,B,C (4.1.25)

ここで，共変微分は
D(a)
µ ≡ ∂µ − Z†

a∂µZa (4.1.26)

と定義した。
いま，各ベクトルについて巻き数が定義できるので，3つの整数が定義されたことになる。し
かし，これから示すようにそれらの間には制限

NA +NB +NC = 0. (4.1.27)

が存在するため，独立なものは 2つのみである。これは，ホモトピー分類の議論と整合してい
る。(4.1.27)を示すために，巻き数 (4.1.25)をNa =

∫
dx2Naと書く。そのとき，巻き数の密度は

2πiNa = εij
[
∂iZ

†
a − (∂iZ

†
aZa)Z

†
a

] [
∂iZa − (Z†

a∂jZa)Za
]

= εij
[
∂iZ

†
a∂jZa −

(
∂iZ

†
aZa
) (
Z†
a∂jZa

)]
= εij

[
∂iZ

†
a

(∑
b

Zb ⊗ Z†
b

)
∂jZa −

(
∂iZ

†
aZa
) (
Z†
a∂jZa

)]

= εij

[
∂iZ

†
a

(∑
b ̸=a

Zb ⊗ Z†
b

)
∂jZa

]
(4.1.28)

2この見方は埋め込み F2 ↪→ CP 2 × CP 2 × CP 2 に対応している。
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と書くことができる。ここで，ベクトルZaの完全性関係 (4.1.4)を用いた。3つの巻き数の密度
の和を取ると，

2πi (NA +NB +NC)

= εij
[
∂iZ

†
A

(
ZBZ

†
B + ZCZ

†
C

)
∂jZA + ∂iZ

†
B

(
ZCZ

†
C + ZAZ

†
A

)
∂jZB + ∂iZ

†
C

(
ZAZ

†
A + ZBZ

†
B

)
∂jZC

]
= εij

[(
∂iZ

†
AZB

)(
Z†

B∂jZA

)
+
(
∂iZ

†
BZC

)(
Z†

C∂jZB

)
+
(
∂iZ

†
CZA

)(
Z†

A∂jZC

)
+
(
∂iZ

†
BZA

)(
Z†

A∂jZB

)
+
(
∂iZ

†
CZB

)(
Z†

B∂jZC

)
+
(
∂iZ

†
AZC

)(
Z†

C∂jZA

)]
= εij

[(
∂iZ

†
AZB

)(
Z†

B∂jZA

)
+
(
∂iZ

†
BZC

)(
Z†

C∂jZB

)
+
(
∂iZ

†
CZA

)(
Z†

A∂jZC

)
+
(
Z†

B∂iZA

)(
∂jZ

†
AZB

)
+
(
Z†

C∂iZB

)(
∂jZ

†
BZC

)
+
(
Z†

A∂iZC

)(
∂jZ

†
CZA

)]
= εij

[(
∂iZ

†
AZB

)(
Z†

B∂jZA

)
+
(
∂iZ

†
BZC

)(
Z†

C∂jZB

)
+
(
∂iZ

†
CZA

)(
Z†

A∂jZC

)
+
(
∂jZ

†
AZB

)(
Z†

B∂iZA

)
+
(
∂jZ

†
BZC

)(
Z†

C∂iZB

)
+
(
∂jZ

†
CZA

)(
Z†

A∂iZC

)]
= 0 (4.1.29)

ここで，Z†
a∂µZb = −∂µZ†

aZbを使った。したがって，(4.1.29)の積分を行えば，(4.1.27)が得られ
る。この制限の導出には，Zaの正規直交条件と関係を用いたが，パラメトリゼーション (4.1.20)
の形は仮定していないことに注意する。すなわち，この制限はパラメトリゼーションによらず
成り立っている。
この巻き数Naを用いて配位を分類することは可能である。しかし，これまでに知られてい
るソリトンが持つトポロジカルチャージと異なり，巻き数の間に制限があるため，Naによって
どのようにソリトン数を定義できるかは非自明である。そこで，多様体の持つKähler形式の引
き戻しによって，ソリトン数を記述する位相不変量を導入する。
多様体 F2のメトリックは，次のように与えられる [67]：

ds2F2
=
∑
a̸=b

Cab|Z†
adZb|2 (4.1.30)

ここで，係数Cabは任意の正の実数である。メトリックの対称性より，一般性を失うことなく
Cab = Cbaとすることができる。したがって，メトリック (4.1.30)は3つの正の実数 (CAB, CAC, CBC)

を含んでいる。多様体 F2は，nearly Kähler多様体と呼ばれ，CAB − CAC + CBC = 0のときに
はKähler多様体になるが，一般にはKähler多様体ではない [67]。ターゲット空間がKähler多
様体ならば，そのKähler形式の引き戻しでトポロジカルチャージ，つまりソリトン数を表す量
を定義できる。一方で，Kähler多様体でなければ，Kähler形式の引き戻しは位相不変量にはな
らないことに注意する。そのため，便宜上 F2がKähler多様体である場合を考え，そこで位相
不変量を定義する。
多様体 F2がKähler多様体であり，Zaが (4.1.20)と記述されているとき，Kählerポテンシャ
ルを次のように定義することができる：

K = K1 +K2 Kj = mj log∆j (4.1.31)

ここで，便宜上CAB = m1, CBC = m2と書いた。このKählerポテンシャルを用いて，Kähler形
式は次のように与えられる：

Ω = i∂∂̄K (4.1.32)
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ここで， ∂と ∂̄はDolbeault作用素と呼ばれ，∂ = duα
∂
∂uα
と定義される。(4.1.32)が閉形式，す

なわち dΩ = 0であることは容易に示すことができる。
Kähler形式 (4.1.32)を Ωj = i∂∂̄Kj と二つに分けると，それらは次のように複素スカラー場
を用いて記述することができる：

Ω1 =
im1

∆2
1

{(
1 + |u2|2

)
du1 ∧ du∗1 − u2u

∗
1du1 ∧ du∗2

−u1u∗2du2 ∧ du∗1 +
(
1 + |u1|2

)
du2 ∧ du∗2

}
, (4.1.33)

Ω2 =
im2

∆2
2

{(
1 + |u3|2

)
d (u1u3 − u2) ∧ d (u∗1u

∗
3 − u∗2)

− u3 (u
∗
1u

∗
3 − u∗2) d (u1u3 − u2) ∧ du∗3

−u∗3 (u1u3 − u2) du3 ∧ d (u∗1u
∗
3 − u∗2) +

(
1 + |u1u3 − u2|2

)
du3 ∧ du∗3

}
(4.1.34)

Kähler形式を積分することで，位相不変量Qを定義する：

Q ≡ Q1 +Q2, Qj =

∫
Ωj (4.1.35)

この位相不変量は巻き数Naを用いて，

Q1 = −im1

∫
d2x εij

(
D

(A)
i ZA

)† (
D

(A)
j ZA

)
= 2πm1NA ,

Q2 = im2

∫
d2x εij

(
D

(C)
i ZC

)† (
D

(C)
j ZC

)
= −2πm2NC

(4.1.36)

と表すことができる。係数をm1 = m2 =
1
2π
と取り規格化することで，2つの整数NAとNCを

用いて，位相不変量を
Q = NA −NC ∈ R (4.1.37)

と定義することができる。2つの整数によって位相不変量を定義することは，ホモトピーの議
論 (4.1.24)と合致している。4.4節で見るように，この位相不変量と静的な解のエネルギーが比
例する。そのため，Qはソリトン数を表していると考えられる。

4.2 BPSの方法による埋め込み解
上で述べたように，論文 [62]において，F2非線型シグマ模型のBPS解が見つかっている。た
だし，この解は本質的に F1(= CP 1)非線型シグマ模型の解を，F2非線型シグマ模型へと埋め
込んだものであることに注意する。この節では，その解の導出を行うとともに，BPSセクター
には埋め込み解しか存在しないことを示す。
この節では，x3軸方向に並進対称性をもつ静的な配位を考える。このとき，単位長さ当たり
のエネルギー汎関数は

E =

∫
d2x

(∣∣∣Z†
A∂iZB

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
B∂iZC

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
C∂iZA

∣∣∣2) i = 1, 2 (4.2.1)

となる。
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このエネルギー汎関数のもつ Bogomol’nyiバウンドを求めたい。Bogomol’nyiバウンドを求
めるためには，共変微分 (4.1.26)を用いて，エネルギー汎関数を記述すると便利である。複素
ベクトルZaの完全性に注意すると，たとえば∣∣∣Z†

B∂iZA

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
C∂iZA

∣∣∣2 = ∂iZ
†
AZBZ

†
B∂iZA + ∂iZ

†
AZCZ

†
C∂iZA

= ∂iZ
†
A

(
ZBZ

†
B + ZCZ

†
C

)
∂iZA

= ∂iZ
†
A∂iZA − ∂iZ

†
AZAZ

†
A∂iZA

=
∣∣∣D(A)

i ZA

∣∣∣2 (4.2.2)

と書ける。同様にして， ∣∣∣Z†
A∂iZB

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
C∂iZB

∣∣∣2 = ∣∣∣D(B)
i ZB

∣∣∣2∣∣∣Z†
A∂iZC

∣∣∣2 + ∣∣∣Z†
B∂iZC

∣∣∣2 = ∣∣∣D(C)
i ZC

∣∣∣2 (4.2.3)

となる。したがって，Z†
a∂iZb = −∂iZ†

aZbより |Z†
a∂iZb|2 = |Z†

b∂iZa|2であることに注意すれば，
エネルギー汎関数 (4.2.1)は共変微分を用いて

E =
1

2

∫
d2x

(∣∣∣D(A)
i ZA

∣∣∣2 + ∣∣∣D(B)
i ZB

∣∣∣2 + ∣∣∣D(C)
i ZC

∣∣∣2) (4.2.4)

と書くことができる。式 (4.2.4)の各項は，CP 2非線型シグマ模型の静的なエネルギーと見なす
ことができる。なぜならば，Zaが 3成分の単位複素ベクトルで，CP 2非線型シグマ模型を記述
する場と同じ性質を持っているからである。ただし，Zaには正規直交条件 (4.1.3)と完全性関係
(4.1.4)が課されていることに注意する。
CP 2非線型シグマ模型の Bogomol’nyiバウンドの議論∫

d2x
∣∣∣D(a)

i Za

∣∣∣2 = 1

2

∫
d2x

∣∣∣D(a)
i Za ± iεijD

(a)
j Za

∣∣∣2 ∓ i

∫
d2x εij

(
D

(a)
i Za

)†
DjZ

≥ 2π|Na| (4.2.5)

を (4.2.4)の各項に適用すると，(4.2.4)の Bogomol’nyiバウンドが

E ≥ π (|NA|+ |NB|+ |NC|) (4.2.6)

と得られる。この不等式の等号成立条件は，すべての複素ベクトルZa, (a = A,B,C)に対して，

D
(a)
i Za = ±iεijD(a)

j Za ∀a = A,B,C. (4.2.7)

が成り立つことである。この方程式 (4.2.7)は，CP 2非線型シグマ模型の BPS方程式と同じ形
をしているが，Zaは正規直交条件 (4.1.3)を満たさなければならないので，CP 2非線型シグマ
模型の BPS解をそのままZaに割り当てることはできないことに注意する。
このBPS方程式 (4.2.7)は，非常に制限されたクラスに属する解しか持たない。そのクラスと
は，CP 1非線型シグマ模型の BPS解を F2非線型シグマ模型に単純に埋め込んだものである。
これを今から示す。
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論文 [62]で議論されているように，つぎの配位は (4.2.7)の解である：

ZA =
1√
∆

 1

0

p(z+)/q(z+)

 ZB =

 0

1

0

 ZC =
1√
∆

 −p(z−)/q(z−)
0

1

 (4.2.8)

ここで，∆ ≡ 1+ |p(z+)|2/|q(z+)|2，z± = x1± ix2である。ただし，p(z+)と q(z+)は互いに素な
z+の多項式とする。このベクトルは，(4.1.20)において，3つの複素スカラー場のうち 2つを定
数に取り，残りを正則関数としたものと等価である。たとえば，(u1, u2, u3) = (0, p(z+)/q(z+), 0)

のとき，(4.1.20)は (4.2.8)を再現する。(4.2.8)で与えられているベクトルは，明らかに正規直
交条件と完全性関係を満たしている。さらに，それぞれが CP 2非線型シグマ模型の BPS解で
あることから，(4.2.8)が (4.2.7)の解であることがわかる。
解 (4.2.8)において，ZBは定ベクトルなので，明らかにNB = 0である。さらに，そのとき巻
き数の制限 (4.1.27)より，NA = −NCである。(4.2.8)に対して，NAは p(z+)と q(z+)のもつ最
大次数つまりNA = max{deg(p), deg(q)}で与えられる正の整数である。したがって，解 (4.2.8)
のもつエネルギーは

E = π(|NA|+ |NC|) = π(NA −NC) = πQ (4.2.9)

と与えられ，位相不変量Qに比例している。
次に，BPS方程式 (4.2.7)が埋め込み解 (4.2.8)と等価な解しか持たないことを示す。CP 2非線型
シグマ模型のBPS方程式の解は（反）正則ベクトルであることから，(4.2.7)は，Za (a = A,B,C)

が正則または反正則であることを要求する。もしすべてのZaが正則ならば，すべてのNaが正
となり制限 (4.1.27)を満たさない。同様にして，すべてのZaが反正則の場合も排除される。し
たがって，考えうる可能性は，「3つのうち 2つが正則であり，1つが反正則の場合」と，「3つの
うち 2つが反正則であり，1つが正則の場合」の 2通りである。
まず，「3つのうち 2つが正則であり，1つが反正則の場合」を考える。ラグランジアンのもつ
大域的な SU(3)対称性により，一般性を失うことなく，2つの正則ベクトルをZAとZBと取る
ことができる。いま，その正則ベクトルを

ZA =
1√
∆A

 w1

w2

w3

 , ZB =
1√
∆B

 v1
v2
v3

 (4.2.10)

と書く。ここで，∆A =
∑

|wi|2, ∆B =
∑

|vi|2であり，wi, viは z+の関数とする。この 2つの
ベクトルの直交性Z†

AZB = 0を考える。すなわち，

3∑
i=1

w∗
i vi = 0 (4.2.11)

である。ここで，w1と v2が恒等的に0である場合を排除できる。なぜならば，ラグランジアンの
もつ対称性を考慮すると，一般性を欠くことなく，空間の無限遠においてU = (ZA, ZB, ZC) →
diag(1, 1, 1)という境界条件を課すことができるからである。この 2つの関数が 0でない点にお
いて，その積w∗

1v2で (4.2.11)を割ると，

v1
v2

+
w∗

2

w∗
1

+

(
v3
v2

)(
w∗

3

w∗
1

)
= 0 (4.2.12)
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を得る。ここで，(4.2.12)の 1項目は正則関数，2項目は反正則関数，3項目は正則関数と反正
則関数の積になっていることに注意する。したがって，(4.2.12)が満たされるには，少なくとも
3項目が正則関数または反正則関数でなければいけない。すなわち，v3 = av2またはw∗

3 = aw∗
1

である。ここで，aは任意の複素定数である。v3 = av2のとき，(4.2.12)の 2項目と 3項目が反
正則関数であるので，1項目も反正則関数でなければいけない。正則かつ反正則である関数は
定数のみなので，v1/v2が定数である必要がある。同様にして，w∗

3 = aw∗
1のときはw∗

2/w
∗
1が定

数であることが要求される。以上をまとめると，(4.2.12)が満たされるのは次の 2つのときで
ある：

{v3 = av2 ∩ v1 = bv2 ∩ bw∗
1 + w∗

2 + aw∗
3 = 0} (4.2.13)

{w∗
3 = aw∗

1 ∩ w∗
2 = bw∗

1 ∩ v1 + bv2 + av3 = 0} (4.2.14)

ここで，a, bは任意の複素定数である。さらに，境界条件より，a = b = 0を得る。ゆえに，w1

または v2が 0でないとき，ZA, ZBは次の 2つ場合のどちらかでなければならない：ZA =
1√

|w1|2 + |w3|2

 w1

0

w3

 , ZB =

 0

1

0


 (4.2.15)

ZA =

 1

0

0

 , ZB =
1√

|v2|2 + |v3|2

 0

v2
v3

 ,

 (4.2.16)

さらに，w1または v2が 0である点においても，関数の連続性からZA, ZBは (4.2.15)か (4.2.16)
のどちらかでなければならない。(4.2.15)と (4.2.16)は，規格化を取り直し，適切なゲージ変換
を課すと (4.2.8)と等価なものに帰着する。3つのベクトルZaのうち 2つが反正則であり 1つが
正則な場合も，wi, viを反正則関数として同様の議論を行うことで，埋め込み解しか存在しない
ことを示すことができる。
以上で見てきたように，埋め込み解ではない，F2非線型シグマ模型に特有の解を得るために
は，BPSの方法ではない別の方法が必要である。したがって，我々は Euler-Lagrange方程式を
直接解くことにする。もちろん，それらの解はBogomol’nyiバウンド (4.2.6)を満たさず，同じ
ホモトピークラスに属する埋め込み解 (4.2.8)よりも大きなエネルギーをもつ。

4.3 Euler-Lagrange方程式の解
F2非線型シグマ模型に特有の解を得るため，Euler-Lagrange方程式を考える。ターゲット空間

F2が等質空間であるため，Euler-Lagrange方程式は，大域的なSU(3)対称性に対応するNoether
カレントの保存則と等価である [60]。そのため，まず大域的な対称性がもっとも見やすい，カ
ラー場で記述されたラグランジアン (4.1.2)に対する作用

S =
1

4

∫
d4x

2∑
a=1

⟨∂µna, ∂µna⟩ (4.3.1)
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n1 < 0 n1 > 0

n 3
 <

 0
n 3

 >
 0

  (n2 , n2)

(|n1| , |n1|)

(n3 , n3)

(n1 , n1)

(|n2| , |n2|) (|n
3
| , |n

3
|)

(NA, NC)

n2 > 0

n2 < 0

i.

iv. ii.

iii.

v.

vi.

表 4.1: (NA, NC)と複素スカラー場の巻き数 n1, n2, n3の関係。ここで，トポロジカルチャージ
はQ = NA −NCで与えられている。

を考える。Noetherカレントを導出するために，次の SU(3)無限小変換を考える：

U → gU, g = exp (iϵϕ) (4.3.2)

ここで，ϵは無限小の定数で，ϕは任意の座標依存する su(3)の要素とする。このとき，カラー
場は随伴表現の様に，つまり na → n′a = gnag

†と変換されるため，その微分は

∂µn → ∂µn
′ = g

(
∂µn+

[
g†∂µg, na

])
g†

= g (∂µn+ iϵ [∂µϕ, na]) g
† (4.3.3)

と変換される。したがって，作用の変化分は

δS =
1

4

∫
d4x

2∑
a=1

{⟨∂µn′a, ∂µn′a⟩ − ⟨∂µna, ∂µna⟩}

=
iϵ

2

∫
d4x

2∑
a=1

Tr (∂µn [∂
µϕ, na])

=
iϵ

2

∫
d4x

2∑
a=1

Tr (∂µϕ [na, ∂
µna])

= −iϵ
2

∫
d4x

2∑
a=1

Tr (ϕ ∂µ [na, ∂
µna]) (4.3.4)

となる。ここで，ϕは任意のsu(3)の要素であることに注意すると，Euler-Lagrange方程式 δS = 0

は次のように得られることがわかる：

∂µKµ = 0, Kµ =
2∑

a=1

[na, ∂µn] (4.3.5)
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この方程式を解くには，複素スカラー場を用いて記述することが便利である。そのために，
まず複素ベクトルZaを用いて方程式を表す。NoetherカレントをKµ = −UBµU †と分解しよう。
そのとき，(4.3.5)は次の方程式と等価であることがわかる：

∂µBµ +
[
U †∂µU, Bµ

]
= 0 (4.3.6)

ここで，

Bµ =
2∑

a=1

[
ha,
[
ha, U

†∂µU
]]

= i

2∑
a=1

|αpa|2Jpµep

= 2

 0 Z†
A∂µZB Z†

A∂µZC

Z†
B∂µZA 0 Z†

B∂µZC

Z†
C∂µZA Z†

C∂µZB 0

 (4.3.7)

と表せる。また，[
U †∂µU, Bµ

]
=
[
iAaµha + iJpµep, 2iJ

qµeq
]

= −2
2∑

a=1

αqaA
a
µJ

qµeq

= 2i

 0 R1
µZ

†
A∂

µZB R−2
µ Z†

A∂
µZC

R−1
µ Z†

B∂
µZA 0 R3

µZ
†
B∂µZC

R2
µZ

†
C∂

µZA R−3
µ Z†

C∂µZB 0

 (4.3.8)

となる。ここで，Rp
µ ≡

∑2
a=1 α

q
aA

a
µと定義した。具体的に書くと，

R±1
µ = ±

√
2A1

µ = ∓i
(
Z†

A∂µZA − Z†
B∂µZB

)
,

R±2
µ = ∓ 1√

2

(
A1
µ +

√
3A2

µ

)
= ∓i

(
Z†

C∂µZC − Z†
A∂µZA

)
,

R±3
µ = ± 1√

2

(
−A1

µ +
√
3A2

µ

)
= ∓i

(
Z†

B∂µZB − Z†
C∂µZC

)
,

(4.3.9)

である。したがって，(4.3.7)と (4.3.8)より，(4.3.6)から方程式

∂µ
(
Z†

B∂µZA

)
+
(
Z†

B∂
µZB − Z†

A∂
µZA

)
Z†

B∂µZA = 0,

∂µ
(
Z†

C∂µZA

)
+
(
Z†

C∂
µZC − Z†

A∂
µZA

)
Z†

C∂µZA = 0,

∂µ
(
Z†

C∂µZB

)
+
(
Z†

C∂
µZC − Z†

B∂
µZB

)
Z†

C∂µZB = 0,

(4.3.10)

とそれらの複素共役を得る。これらの方程式に (4.1.20)と 1形式 (4.1.22)を代入し，整理すると
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図 4.1: 解 (u1, u2, u3) = (zn1 , zn2 , n2

n1
zn2−n1)のもつトポロジカルチャージ密度。左から (n1, n2) =

(1, 2), (1, 3), (2, 3)に対応している。

複素スカラー場で記述された方程式

∆1∆2 (P11∂
µ∂µu1 + P12∂

µ∂µu2)− 2∆2 (P11∂µu1 + P12∂µu2) (u
∗
1∂

µu1 + u∗2∂
µu2)

−∆1 [P
∗
32 (u

∗
3∂

µu∗1 − ∂µu∗2)− P ∗
33∂

µu∗3] (u3∂
µu1 − ∂µu2) = 0, (4.3.11)

∆1∆2 (P21∂
µ∂µu1 + P22∂

µ∂µu2 − ∂µu3∂µu1)

− (P21∂µu1 + P22∂µu2) [∆2 {u∗1∂µu1 + u∗2∂
µu2}

+∆1 {(u∗1u∗3 − u∗2) ∂
µ (u1u3 − u2) + u∗3∂

µu3}] = 0, (4.3.12)

∆1∆2 {P31∂
µ∂µu1 + P32∂

µ∂µu2 + P33∂
µ∂µu3 − 2P32∂µu1∂

µu3}
− 2∆1 (P31∂µu1 + P32∂µu2 + P33∂µu3) {(u∗1u∗3 − u∗2) ∂

µ (u1u3 − u2) + u∗3∂
µu3}

−∆2 [P
∗
11∂µu

∗
1 + P ∗

12∂µu
∗
2] (u3∂

µu1 − ∂µu2) = 0, (4.3.13)

が得られる。ここで，∆1,∆2とPij (i, j = 1, 2, 3)のあらわな形はそれぞれ (4.1.21)と (4.1.23)で
与えられている。
これらの方程式は，非常に複雑であるため，ui (i = 1, 2, 3)に対する ansatzを導入する。ここ
では，すべての複素スカラー場が z+と y+の関数であると仮定する。すなわち，

ui = ui(z+, y+), u∗i = u∗i (z−, y+) . (4.3.14)

を考える。ここで，z± = x1 ± ix2，y± = x3 ± x0である。この ansatzは

∂µ∂µui = 0 , ∂µui∂µuj = 0 (4.3.15)

を満たしている。この関係式 (4.3.15)より，(4.3.14)が (4.3.12)を自動的に満たしていることが
わかる。さらに，(4.3.11)と (4.3.13)は，それぞれ

[P ∗
32 (u

∗
3∂

µu∗1 − ∂µu∗2) + ∆1∂
µu∗3] (u3∂µu1 − ∂µu2) = 0, (4.3.16)

[P ∗
11∂

µu∗1 + P ∗
12∂

µu∗2] (u3∂µu1 − ∂µu2) = 0. (4.3.17)

と簡略化される。ゆえに，もし複素スカラー場 (4.3.14)が

u3∂µu1 − ∂µu2 = 0, (4.3.18)
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図 4.2: 解 (u1, u2, u3) = (c1z, z
2 − 1, 2z/c1)のもつトポロジカルチャージ密度。左上から右下へ

c1 = 0.8, 1.0, 1.3, 1.5, 1.8, 2.5のようにパラメータを変化させた。

を満たせば，Euler-Lagrange方程式 (4.3.11) - (4.3.13)が厳密に解けることになる。
まず，静的な場合から考えていく。すなわち，複素スカラー場がすべて z+の関数である場合
である。ただし，もし 3つの複素スカラー場のうち 1つでも定数であると，真空解か単純な埋
め込み解になってしまうので，ここではそのような配位は考えないことにする。そのとき，場
の 1価性を考慮すると，(4.3.18)の解は次のように得られる：

u1 =
p1(z+)

q1(z+)
, u2 =

p2(z+)

q2(z+)
, u3 =

∂+u2
∂+u1

(4.3.19)

ここで，pi(z+)と qi(z+)は互いに素な z+の多項式であり，u1と u2は比例しないものとする。
また，∂± = 1

2
(∂1 ± i∂2)である。

複素スカラー場 uiの巻き数は，無限遠を含む極の数に一致するので，

ni = max{deg(pi), deg(qi)}, i = 1, 2

n3 = n2 − n1.
(4.3.20)

と与えられる。さらに，複素ベクトルの巻き数NAとNCは，CP 2非線型シグマ模型における
トポロジカルチャージの導出法 [56]により，次のように得られる：

NA = max(0, n1, n2)−min(0, n1, n2) , (4.3.21)

NC = max(−n2,−n3, 0)−min(−n2,−n3, 0) . (4.3.22)
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図 4.3: 配位 u1 = 1−a1
a1

z3, u2 = 1−a2
a2

z4, u3 = 1−a3
a3

z のエネルギー変化。左から順に a3 = 0.5,
a2 = 0.5, a1 = 0.5と固定してある。

巻き数 (NA, NC)の取りうる組み合わせを表 4.1にまとめる。表からわかるように，(NA, NC)は
逆符号で，同じ複素スカラー場の巻き数で与えられる。
静的な解 (4.3.19)の最も単純なものは

u1 = c1z
n1 , u2 = c2z

n2 , u3 =
c2n2

c1n1

zn2−n1 (4.3.23)

だろう。ここで，ciはゼロでない複素定数である。この解がもつ位相不変量の密度を図 4.1に
表す。巻き数が (n1, n2) = (1, 2)のとき，原点にピークを持っていることがわかる。一方で，巻
き数が大きくなると，クレーター（crater）のような構造を持つようになる。他にも，軸対称性
を持たない解も存在する。たとえば，

u1 = c1z, u2 = z2 − 1, u3 =
2

c1
z (4.3.24)

である。この解の位相不変量の密度は，図 4.2に表されている。モジュライパラメータ c1を連
続的に変化させることで，解を構成する塊の衝突と直角方向への散乱が観察できる。
次に，時間依存する解について考える。解の ansatzとして，CPN 非線型シグマ模型の時間発
展する解の構成法 [36, 24, 68]にしたがい，次のような変数分離された関数を考える：

ui = fi(z+)wi(y+), i = 1, 2, 3 (4.3.25)

ここで，fi(z+)は x1x2平面に局在する要素を，wi(y+)は x3軸に沿って光速で伝播する波を記
述している。ここで，fiやwiが定数のときには，すでに得られている解になってしまうことに
再度注意しておく。すべての fiとwiが定数でないとき，時間依存する ansatzを (4.3.18)に代入
すると，次の条件を得る：

f2 = αfC1 , f3 = αAfC−1
1 , (4.3.26)

w2 = βwC1 , w3 = βBwC−1
1 (4.3.27)

ここで，α, βはゼロでない複素定数，A,Bはゼロでない実定数で，便宜上C = A/Bと書いた。
w1を平面波 ein1ky+とすれば，単位長さ当たりのエネルギーを有限に保たれる。ここで，kは波
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図 4.4: 図 4.3（a2 = 0.5）の断面図。赤い線は，トポロジカルな理由により，禁止されている
u1u3 = u2が満たされる場所を表している。この禁止される場所の付近に極大値が現れている
ようにみえるが，それは実際には停留点ではないことに注意する。

数の逆数に比例する定数である。したがって，場の 1価性と単位長さ当たりのエネルギーの有
限性を保つ解は，たとえば

u1 = c1z
n1ein1ky+ ,

u2 = c2z
n2ein2ky+ , (4.3.28)

u3 =
c2n2

c1n1

zn2−n1ei(n2−n1)ky+

と得られる。
解の構造について特筆すべきことは，ZA, ZB, ZCがそれぞれ，CP 2非線型シグマ模型のDin-

Zakrzewski解 [23, 69]に対応していることである。方程式 (4.3.18)の下で，複素スカラー場で
記述された複素ベクトル (4.1.20)の間に関係がつく。その関係とは，D(A)

µ ZAが ZBに比例し，
同様にD

(B)
µ ZBが ZCに比例する。もし，ZAが正則ベクトルならば，それらの複素ベクトルは

Bäcklund変換によって構成されたCP 2非線型シグマ模型のDin-Zakrzewskiタワーになってい
る。この対応関係より，解 (4.3.19)や (4.3.28)に対して，ZAはインスタントン， ZCは反イン
スタントン，そしてZBはインスタントン-反インスタントンの結合状態と解釈することができ
る。したがって，これらの解 (4.3.19)や (4.3.28)はソリトンと反ソリトンを両方含んでいること
がわかる。
同様の種類の解は，すでに [63]において議論されている。しかし，その論文で用いられてい
る模型は，Kalb-Ramond場を含んでいる。Kalb-Ramond場は一般に運動方程式に寄与し，その
筆者はKalb-Ramond場の存在のおかげで解が得られたと主張している。我々は，Kalb-Ramond
場を考慮しなくとも，解が存在することを示した。さらに，F2非線型シグマ模型における時間
発展する解を初めて導出することができた。
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4.4 解の持つエネルギーの特性
この節では，静的な解 (4.3.19)と時間依存する解 (4.3.28)のエネルギーがもつ特性について
議論する。静的な解に対しては，解がBogomol’nyiバウンド (4.2.6)とは異なるエネルギーの下
限を満たすことを示す。そして，解がそのバウンドを満たす条件である連立 1階微分方程式か
ら得られることを導く。一方で，時間依存する解に対しては，そのエネルギーが位相不変量と，
ある U(1)対称性に起因するNoetherチャージで与えられることを示す。
まず，静的な解の議論を行う。新たなエネルギーバウンドを得るために，共変微分を用いて
エネルギー汎関数を書き換える。4.2節では，3つの共変微分を用いてエネルギーを記述したが，
ここでは 2つの共変微分を用いて記述する。すなわち，次の表式を考える：

E =

∫
d2x

(∣∣∣D(A)
i ZA

∣∣∣2 + ∣∣∣D(C)
i ZC

∣∣∣2 − ∣∣∣Z†
C∂iZA

∣∣∣2) . (4.4.1)

これは，(4.2.2)と (4.2.3)より，(4.2.1)から得られる。ここで，(4.4.1)の 1項目と 2項目はそれ
ぞれ，CP 2非線型シグマ模型の静的なエネルギーと一致しているので，この 2項に CP 2非線
型シグマ模型の BPSの議論を適用する。つまり，平方完成をすることで，

E =
1

2

∫
d2x

∣∣∣D(A)
i ZA ∓ iεijD

(A)
j ZA

∣∣∣2
+
1

2

∫
d2x

∣∣∣D(C)
i ZC ∓ iεijD

(C)
j ZC

∣∣∣2
±i
∫

d2x εij
{(

D
(A)
i ZA

)†
D

(A)
j ZA +

(
D

(C)
i ZC

)†
D

(C)
j ZC

}
−
∫

d2x
∣∣∣Z†

C∂iZA

∣∣∣2
≥2π (|NA|+ |NC|)−

∫
d2x

∣∣∣Z†
C∂iZA

∣∣∣2 (4.4.2)

とエネルギーの下限が得られる。CP 2非線型シグマ模型の議論より，(4.4.2)の等号はすべての
複素スカラー場 uiが z+ (もしくは z−)の関数，つまり ui = ui(z+)のときに満たされる。静的な
解 (4.3.19)は正則関数なので，明らかに新たなバウンド (4.4.2)を満たしている。さらに，(4.3.18)
の解は，Z†

C∂iZA ∝ u3∂iu1 − ∂iu2 = 0を満たしているので，下限に含まれている積分項の被積
分関数をゼロにする。ゆえに，静的な解 (4.3.19)のエネルギーは

E = 2π (|NA|+ |NC|) = 2πQ (4.4.3)

と得られる。これは，同じホモトピークラスに属する埋め込み解のちょうど 2倍になっている。
それは，静的な解 (4.3.19)がインスタントンだけでなく，インスタントン-反インスタントンの
結合状態を含んでいるためである。実際，CP 2非線型シグマ模型においても，1インスタント
ン-1反インスタントンの結合状態はインスタントン解の 2倍のエネルギーを持っていることが
知られている [70]。
静的な解 (4.3.19)が１階の連立微分方程式で得られることを議論する。実際，静的な解 (4.3.19)
は BPS方程式

D
(A)
i ZA = −iεijD(A)

j ZA,

D
(C)
i ZC = iεijD

(C)
j ZC

(4.4.4)
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を満たしている。これは，複素スカラー場に対する Cauchy-Riemann方程式に対応する。した
がって，新たなバウンド (4.4.2)を満たす。ただし，(4.4.2)は，通常のBogomol’nyiバウンドと
異なりトポロジカルな量で与えられていないことに注意する。なぜならば，(4.4.2)の最後の項
はトポロジカルではないからである。ゆえに，バウンドを満たしても運動方程式の解であると
は，一般に言うことができない。しかし，静的な解 (4.3.19)は (4.4.4)だけでなく，

Z†
C∂iZA = 0 (4.4.5)

も満たしている。ここで，(4.4.5)は (4.3.18)と同値であることに注意する。これは，下限の中の
積分項が最小値をとる条件である。なぜならば，積分項の被積分関数は半正定値であるからで
ある。バウンドを満たしつつ，積分項が最小値を取るとき，エネルギーはマクシミン (maxmin)
つまり極小値の中の最大になり，鞍点に対応する。したがって，その配位は Euler-Lagrange方
程式の解になる。ゆえに，(4.4.2)は１階の微分方程式 (4.4.4)と (4.4.5)から得られると結論付け
られる。
静的な解 (4.3.19)が，実際にエネルギー汎関数の鞍点に対応することを示す。そこで，配位
の持つパラメータを変化させて，エネルギーの値がどのように変化するかを観察し，解の安定
性を議論する。次のような配位を考える：

u1 =
1− a1
a1

z3, u2 =
1− a2
a2

z4, u3 =
1− a3
a3

z (4.4.6)

ここで，ai ∈ [0, 1]はパラメータである。この配位のエネルギーを図 4.3に描く。我々が新たに
得た解は，曲面の稜線に対応する。一方で，埋め込み解は各図の左前の角に対応する。この図
4.3から，解は稜線に沿ったゼロモードが存在するが，本質的には鞍点であり，不安定であるこ
とがわかる。
我々の得た鞍点解は埋め込み解に崩壊してしまうのかという疑問を持つことは自然だろう。
これを理解するために，図 4.3の曲面の断面を，a2 = 0.5と固定して，いくつかの a1の値につい
て図 4.4に表す。図 4.4より，u1u3 = u2が満たされる場所でエネルギーが不連続になっているこ
とがわかる。この不連続性は境界条件が変化してしまっていることに起因している。u1u3 = u2
または u2 = 0でないとき，複素スカラー場が (4.4.6)で与えられるベクトル Zaは x1x2平面の
無限遠において，（位相部分を除いて）次の境界条件に従う：

ZA →

 0

0

1

 , ZB →

 0

1

0

 , ZC →

 1

0

0

 (4.4.7)

しかし，u1u3 = u2または u2 = 0の場合，境界条件 (4.4.7)を満たさない。そして，その配位
は鞍点解や埋め込み解と異なったホモトピークラスに属する。そのことは，それらの解から
u1u3 = u2や u2 = 0を満たす配位へ，エネルギーを有限に保ちながら連続的に変形することが
できないことを示唆している。このトポロジカルな障壁は，鞍点解と埋め込み解の間に存在し
ていることに注意する。
表 4.1におけるすべての領域の配位に対して，そのような障壁が鞍点解と埋め込み解の間
に存在する。上で行った議論は，表の領域 i.と ii.に対応している。領域 iv.と v.に対して
は，u1u3 = u2を満たす配位は解が満たす原点での境界条件を破る。この場合は，同様にして
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u1u3 = u2で表される障壁が，鞍点解と埋め込み解の間に存在することが容易に示すことがで
きる。領域 iii.と vi.はより複雑である。簡単のため，ui = ciz

ni
+ という配位を考える。ただ

し，領域 iii.と vi.に属するために，n1n3 < 0を満たし，n2 = n1 + n3とする。その領域にお
いて，鞍点解は c1c2c3 < 0の範囲に存在する。一方で，埋め込み解は c1 = c2c3を満たしなが
ら，c1, c2 → ∞とすると得られる。したがって，c1c2c3 > 0である。それゆえに，鞍点解から埋
め込み解へ変形する間に，少なくとも係数 ciのどれかはゼロを跨がなければならない。しかし
ながら，1つでも ci = 0が満たされると解の境界条件が破れてしまう。したがって，障壁がそ
れらの解の間に存在する。トポロジカル障壁の存在は，少なくとも配位 (4.4.6)の持つパラメー
タの変化によって記述される連続変形の枠組みでは，鞍点解が埋め込み解へ崩壊しないと示唆
しているだろう。
また，図 4.3において，鞍点解に対応する稜の奥側へ崩壊する可能性があると考えるかもし
れない。しかし，それは偽りの極小である。つまり，1つのパラメータを固定しているために
極小に見えているだけであり，3つのパラメータをすべて変化させれば，バリアを除いて埋め
込み解へとつながっている。したがって，鞍点解は不安定であるが，どこへ崩壊するのか理解
するには，数値計算によるエネルギー極小化など別の枠組みを考える必要があるだろう。
次に，伝播する波の成分を持つ解 (4.3.28)を考える。(4.3.28)のもつエネルギーは

Ewave = 2πQ+ 8πk2
{
I(n1, n2, c1, c2) + I(n2 − n1, n2,

c2n2

c1n1

,
c2(n2 − n1)

c1n1

)

}
(4.4.8)

と書ける。ここで，

I(n,m, a, b) =
∫ ∞

0

rdr
n2|arn|2 +m2|brm|2 + (n−m)2|abrn+m|2

(1 + |arn|2 + |brm|2)2
(4.4.9)

である。ただし，r =
√
(x1)2 + (x2)2であり，n ̸= m，a, b ̸= 0とする。rの次数を数えること

で，積分 (4.4.9)が収束するのは次の場合であることがわかる：

n > 1 +m > 1 , n > 1,m < 0 , − 1 > n > m ,

m > 1 + n > 1 , m > 1, n < 0 , − 1 > m > n .

エネルギー (4.4.8)が発散/収束する巻き数の組み合わせを図 4.5に示す。
エネルギー (4.4.8)は，複素スカラー場に関する対称性によるNoetherチャージを用いて記述
できる。ラグランジアン (4.1.14)は，次のような複素スカラーの変換に対応する U(1)2対称性
を持っている：

(u1, u2, u3) → (eiα1u1, u2, e
−iα1u3), (4.4.10)

(u1, u2, u3) → (u1, e
iα2u2, e

iα2u3) (4.4.11)
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ここで，αi, i = 1, 2は定数とする。この対称性に対応するNoetherカレントは

J µ
(1) =

4i

∆2
1

[
(1 + |u2|2)u1∂µu∗1 − |u1|2u2∂µu∗2

]
− 4i

∆2
2

[
(1 + |u1u3 − u2|2)u3∂µu∗3 − |u3|2(u1u3 − u2)∂

µ(u∗1u
∗
3 − u∗2)

]
− i

∆1∆2

u1u3(u
∗
3∂

µu∗1 − ∂u∗2)

− {ui ↔ u∗i } ,

(4.4.12)

J µ
(2) =

4i

∆2
1

[
(1 + |u1|2)u2∂µu∗2 − |u2|2u1∂µu∗1

]
+

4i

∆2
2

[
(1 + |u3|2)(u1u3 − u2)∂

µ(u∗1u
∗
3 − u∗2)− |u1u3 − u2|2u3∂µu∗3

]
+

i

∆1∆2

u2(u
∗
3∂

µu∗1 − ∂u∗2)

− {ui ↔ u∗i } .

(4.4.13)

と与えられる。単位長さあたりのNoetherチャージを

Q(i) =

∫
dx2J 0

(i) . (4.4.14)

と定義する。そのとき，時間依存する解 (4.3.28)のエネルギー (4.4.8)は

E = 2πQ+ k
(
n1Q(1) + n2Q(2)

)
. (4.4.15)

と書くことができる。

4.5 幾何学的解釈
我々の得た解について，ターゲット空間 F2の幾何学的視点から解釈をする。
一般に，S2からある多様体Mへの写像は，M内の 2次元閉曲面を定義する。この写像のホ
モトピー群 π2(M)が非自明であることは，Mの中に S2に homotopicであり，可縮ではない部
分多様体が存在することを示している [61]。したがって，F2非線型シグマ模型の場が表す写像
S2 → F2は，F2内の 2次元閉曲面を定義しており，π2(F2)が非自明なので，F2に S2とトポロ
ジカルに等価であり，可縮でない部分多様体が存在する。場が空間から可縮ではない（部分）多
様体への写像に対応しているとき，トポロジカルに安定な配位が現れる可能性があるので，F2

非線型シグマ模型におけるソリトンを表す場は，空間からその部分多様体への写像になってい
るはずである。実際，単純な埋め込み解 (4.2.8)は，位相不変量で与えられるエネルギーの下限
を持っているので，真空解へ崩壊してしまうことはない。さらに，鞍点解 (4.3.19)は，不安定
であったが，トポロジカルな障壁があり，真空解だけでなく単純な埋め込み解へも崩壊するこ
とはなかった。これは，写像の非可縮性によるものだと理解できる。
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図 4.5: 巻き数 (n1, n2)の組み合わせと式 (4.3.28)で与えられる解のエネルギーの関係性。赤い
四角は単位長さあたりのエネルギーが発散する組み合わせを示しており，黒い丸は有限なエネ
ルギーを持つ解が存在する組み合わせである。また，×は埋め込み解しか存在しない組み合わ
せを示している。

さらに，以下で見るように，ソリトン解はその部分多様体がKähler多様体であるときに得ら
れたことがわかる。多様体 F2の持つKähler形式は，一般に次のように与えられる [64, 67]:

λ =
i

2

(
B1J

1 ∧ J−1 +B2J
2 ∧ J−2 +B3J

3 ∧ J−3
)

(4.5.1)

ここで，Bpは任意の実数である。1形式 Jpは式 (4.1.11)で与えられている。Kähler形式 (4.5.1)
が閉形式，すなわち dλ = 0ならば，多様体はKähler多様体になる。Kähler形式 (4.5.1)の外微
分は，

dλ =
1

2π
(B1 +B2 +B3)

(
J1 ∧ J2 ∧ J3 + J−1 ∧ J−2 ∧ J−3

)
(4.5.2)

と書ける。任意の係数Bpに対して，dλ = 0が成り立つには，

Re
(
J1 ∧ J2 ∧ J3

)
= 0 (4.5.3)

である必要がある。T = dλは，skew torsionと呼ばれる [67]ため，本論文では (4.5.3)を torsion
free条件と呼ぶ。以上の議論から，torsion free条件を満たす場は，空間から F2の Kähler部分
多様体への写像を定義している。単純な埋め込み解 (4.2.8)は，dZB = 0より，

J1 = −iZ†
AdZB = 0 (4.5.4)

を満たすため，明らかに torsion free条件を満たしている。一方で，鞍点解 (4.3.19)は，

J2 = −iZCdZA ∝ u3du1 − du2 = 0 (4.5.5)

を満たしているため，こちらも torsion free条件を満たしている。したがって，Euler-Lagrange
方程式を満たす場の配位は，空間 S2から，S2とトポロジカルに等価であるKähler多様体への
写像を定義している。この写像の巻き数は，Kähler形式の引き戻しによって自然に定義できる。
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Torsion free条件は，ダイナミカルな条件ではなく，幾何学的な条件であることに注意する。
すなわち，模型の詳細にはよらず，ターゲット空間 F2の性質から得られる条件である。した
がって，模型にポテンシャルや Skyrme項などの相互作用項を加えても，ソリトン解は torsion
free条件を満たす配位によって得られると予想される。後の 2章では，この仮説に基づき，F2

非線型シグマ模型に相互作用を加えた模型において，torsion free条件のもとで解の構築を行う。

4.6 4章のまとめ
この章では，F2非線型シグマ模型における静的なインスタントン解および時間発展する解を，

Euler-Lagrange方程式を解析的に解くことで導出した。これまで，純粋なF2非線型シグマ模型
には，単純な埋め込み解しか知られていなかった。この単純な埋め込み解は，BPSの方法を用
いて得られている。従来の BPSの方法では，単純な埋め込み解しか得ることができないため，
我々は Euler-Lagrange方程式を解くことでより一般的な解の導出を行った。Euler-Lagrange方
程式は，模型を記述する複素スカラー場すべてが（反）正則関数で，かつ 1つの関係式 (4.3.18)
を満たせば得ることができた。
静的な配位のエネルギーには下限が存在し，静的な解は，その下限を満たす条件と関係式

(4.3.18)の 1階の連立微分方程式を解くことでも得られることがわかった。ここで，このエネル
ギーの下限はトポロジカルな項で与えられていないため，従来のBogomol’nyiバウンドとは性
質が異なり，その下限を満たす配位すべてが，Euler-Lagrange方程式を満たすわけではないこ
とに注意する。さらに，解はエネルギーの鞍点に対応しており，不安定であった。したがって，
この解はエネルギーの下限を満たしている点ではBPS解であるが，鞍点解である。我々の知る
限りでは，このようなソリトン解はこれまで知られていない。時間発展する解は，静的なイン
スタントン解の配位と x3方向に光速で伝播する平面波の成分の変数分離形で与えられる。この
解のエネルギーは，ソリトン数を表す位相不変量と 2つのU(1)変換に関するNoetherチャージ
で与えられる。以上の 2つの解は，共にCP 2非線型シグマ模型におけるDin-Zakrzewski解と関
係があり，インスタントン-反インスタントの結合状態であることがわかった。
ターゲット空間F2のもつ幾何学的な性質を通して，得られた解のもつ特性の理解をした。鞍
点解を得るための関係式 (4.3.18)を満たした配位は，空間 S2から，ターゲット空間 F2内の S2

とトポロジカルに等価であるKähler多様体への写像を定義していることがわかった。このこと
より，条件 (4.3.18)は，写像のもつ幾何学的な条件であり，模型に含まれる相互作用の性質と
は関係のないと言える。そのため，F2非線型シグマ模型に相互作用を加えた模型においても，
ソリトン解は (4.3.18)のもとで得ることができると考えられる。



第5章 FN−1 baby Skyrme模型における
baby skyrmion

前章では，F2非線型シグマ模型にインスタントン解が存在することを示した。ここでは，F2

baby Skyrme模型すなわち，2+1次元時空上で定義された F2非線型シグマ模型にポテンシャル
と Skyrme項を加えた模型を考える。ポテンシャルと Skyrme項は，Derrickの非存在定理を避
けつつ，非線型シグマ模型がもつスケール不変性を破るために導入する。また，Skyrme項は，
基礎理論から非線型シグマ模型を導出する際，高次補正項として現れると考えられるので，主
要項の非線型シグマ模型だけでなく，次のオーダーまで取り入れることで，有効模型としてよ
り良い近似を与えることになるはずである。
前章で，F2非線型シグマ模型のインスタントン解は，場が定義する写像に対する幾何学的な
条，すなわち torsion free条件を満たしていた。torsion free条件は，ダイナミカルな条件ではな
いため，模型にポテンシャルや Skyrme項が加わっても，その解は torsion free条件を満たすと
予想できる。その仮説のもと，我々は torsion free条件を満たす配位を考え，その配位に対する
Euler-Lagrange方程式を解くことにする。

5.1 ラグランジアンと静的なエネルギー
まず模型のラグランジアンを定義する。F2 baby Skyrme模型は，三角格子上の SU(3)反強磁
性ハイゼンベルグ模型の連続極限において導出できると考えられる。しかし，SU(3)ハイゼン
ベルグ模型の連続極限からは，主要項である F2非線型シグマ模型しか導出されていない [5]。
そのため，適切な高次微分項を（CP 1）baby Skyrme模型の高次微分項から予測・拡張して導
入する。Baby Skyrme模型のもつ 4次微分項は

L(CP 1)
4 ∝ (∂µn⃗× ∂νn⃗)

2 (5.1.1)

であった。この項を，拡張するため，カラー場を用いて記述する。なぜならば，一般化のために
は，模型の対称性を適切に取り扱うことが大切であり，カラー場を用いた記述が，最も対称性
が明確だからである。CP 1空間上に値をとるカラー場は，n(CP

1) = n⃗ · τ⃗と定義できる。ここで，
τ⃗ = (τ1, τ2, τ3)はPauli行列である。カラー場はリー代数 su(2)に値をとるので，n(CP

1) = Wτ3W
†

となるW ∈ SU(2)が存在する。このカラー場を用いると，

(∂µn⃗× ∂νn⃗)
2 = 4F 2

µν Fµν = − i

2
Tr
(
n(CP

1)
[
∂µn

(CP 1), ∂νn
(CP 1)

])
(5.1.2)

と書ける。ここで，2形式 F = 1
2
Fµνdx

µ ∧ dxνは，軌道 SU(2)/U(1)上のKirillov-Kostant形式
と呼ばれている。
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関係式 (5.1.2)からの類推により，Kirillov-Kostant形式の係数である 2階のテンソルを 2乗し
たものを，F2 baby Skyrme模型の高次微分項として導入する。F2非線型シグマ模型を記述する
カラー場は，

na = UhaU
† U ∈ SU(3), a = 1, 2 (5.1.3)

と定義される。ここで，haは SU(3)のCartan生成子である。軌道 SU(3)/U(1)2上のKirillov-
Kostant形式は，

F a =
1

2
F a
µνdx

µ ∧ dxν F a
µν = − i

2

2∑
b=1

Tr (na [∂µnb, ∂νnb]) (5.1.4)

と与えられる。したがって，F2 baby Skyrme模型を，2+1次元Minkowski時空における次のラ
グランジアンで定義する：

L =
2∑

a=1

{
M2 ⟨∂µna, ∂µna⟩ −

1

e2
F a
µνF

aµν − µ2Va

}
(5.1.5)

ここで，括弧 ⟨ , ⟩はリー代数 su(3)に対する内積とする。つまり，あるリー代数A,B ∈ su(3)

に対して，⟨A,B⟩ = Tr
(
A†B

)
である。また，Vaはポテンシャルで，微分を含まないものとし，

結合定数M, e, µは正の実定数とする。この章では，メトリックとして gµν = (+,−,−)を採用
することに注意する。このラグランジアン (5.1.5)のポテンシャル項を除いた部分は，SU(N)

Yang-Mills理論の低エネルギー有効模型としても提案されている [9]。ターゲット空間がCP 1で
あるとき，(5.1.1)が Lorentz不変性をもち，時間微分について高々2次である唯一の 4次微分項
である。しかし，F2多様体の場合には，たとえばF 1

µνF
2µνなど，より多くの可能性が考えられ

るだろう。ただし，ここでは Skyrme型の拡張された模型の本質的な部分を理解するため，もっ
ともシンプルなラグランジアン (5.1.5)を考えていくことにする。
ポテンシャルとして，第 3章の議論を基に，模型の局所対称性を明示的に破ることがなく無
限遠で値を持たないものを導入する。また，模型の大域的対称性を明示的に破るポテンシャル
を用いると，点群対称性などの複雑な幾何学的対称性を持った解が作れることが baby Skyrme
模型において示されている [71, 72, 73, 74]が，ここではこの模型における解探索の初めての試
みとして，軸対称性を持つ配位が安定な状態として存在するように大域的対称性も保ったポテ
ンシャルを考えることにする。
新たに加えた 4次微分項もF2非線型シグマ模型，すなわち 2次微分項と同様に，以下の変換
の下で不変に保たれる：

大域的 SU(3)変換 : U → gU g ∈ SU(3) (5.1.6)

局所的 U(1)2変換 : U → Uk k ∈ U(1)2 (5.1.7)

この 2つの対称性を保ち，微分を含まずに無限遠でゼロとなる項として，最も簡単なものは

Va = ⟨na∞, na∞ − na⟩ (5.1.8)

だろう1。ここで，na∞は na無限遠における値である。したがって，無限遠で (5.1.8)がゼロに
なることは明らかである。さらに，(5.1.8)は，⟨na∞, na∞⟩ ≥ ⟨na, na∞⟩より，半正定値であるこ
とに注意する。

1(5.1.8)に類似のものがいくつか考えられる。たとえば，⟨na, na∞ − na⟩である。しかし，これは (5.1.8)と等価
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(5.1.8)が，上の 2つの変換の下で不変に保たれるのは，次のようにわかる。SU(3)行列U の
無限遠での値を U∞として，na∞ = U∞haU

†
∞と書く。そのとき，大局的変換 (5.1.6)の下で，

U∞ → gU∞ na∞ → gna∞g
† (5.1.9)

より，
⟨na∞, na∞ − na⟩ →

⟨
gna∞g

†, gna∞g
† − gnag

†⟩ = ⟨na∞, na∞ − na⟩ (5.1.10)

となり，不変である。ここで，トレースの循環性を用いた。また，局所的変換 (5.1.7)の下で，明
らかに na → na, na∞ → na∞であるので，不変に保たれることがわかる。より一般には，(5.1.8)
を拡張して，

Va = ⟨na∞, na∞ − na⟩α ⟨na0, na0 − na⟩β (5.1.11)

を考えることができる。ここで，α > 0, β ≥ 0である。ただし，ここでは最も単純な old baby
形のポテンシャル (α = 1, β = 0)を考えることにする。そのとき，F2 baby Skyrme模型の静的
なエネルギーは，

E =
2∑

a=1

{
M2 ⟨∂ina, ∂ina⟩+

1

e2
F a
ijF

a
ij + µ2 ⟨na∞, na∞ − na⟩

}
(5.1.12)

と書ける。
この静的なエネルギーを前章と同様に，SU(3)行列 U の各列を用いて記述する。ここでも，

U ∈ SU(3)を U = (ZA, ZB, ZC)と書き，SU(3)の Cartan-Weyl基底として

h1 =
λ3√
2
, h2 =

λ8√
2

e±1 =
1

2
(λ1 ± iλ2) , e±2 =

1

2
(λ4 ∓ iλ5) , e±3 =

1

2
(λ6 ± iλ7)

を用いる。この基底を用いて，平坦接続を

U †∂µU = iAaµha + iJpµep (5.1.13)

と分解する。ここで，カレントは次のように与えられる：

Aaµ = −i
⟨
ha, U

†∂µU
⟩
, Jpµ = −i

⟨
ep, U

†∂µU
⟩

(5.1.14)

Cartan分解を用いると，カラー場の微分は

∂ina = −U
[
ha, U

†∂iU
]
U † = −iαpaJ

p
i U

†epU (5.1.15)

である。なぜならば，

⟨na, na∞ − na⟩ = ⟨na, na∞⟩ − ⟨na, na⟩
= ⟨na, na∞⟩ − ⟨na∞, na∞⟩
= −⟨na∞, na∞ − na⟩

だからである。ここで，⟨na, na⟩ = ⟨ha, ha⟩ = ⟨na∞, na∞⟩を用いた。
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と得られる。ここで，αpa = ⟨ep, [ha, ep]⟩であり，Cartan-Weyl基底のルートベクトルを表してい
る。式 (5.1.15)を用いると，エネルギー (5.1.12)の 1項目，すなわち F2非線型シグマ模型は

2∑
a=1

⟨∂ina, ∂ina⟩ = 2Jpi J
−p
i = 4

(
J1
i J

−1
i + J2

i J
−2
i + J3

i J
−3
i

)
(5.1.16)

と書ける。ここで，α−p
a = −αpaと

∑2
a=1 (α

p
a)

2 = 2を用いた。同様にして，2階のテンソル F a
ij

は

F a
ij =

i

2

2∑
b=1

Jpi J
q
j α

p
bα

q
bTr (ha [ep, eq])

= iJ−p
i Jpj α

p
a

= −iJpi J
−p
j αpa (5.1.17)

と書ける。したがって，より具体的に書くと

F 1
ij = − i√

2

(
2J1

[iJ
−1
j] − J2

[iJ
−2
j] − J3

[iJ
−3
j]

)
F 2
ij =

√
3

2
i
(
J2
[iJ

−2
j] − J3

[iJ
−3
j]

) (5.1.18)

と得られる。ここで，Jp[iJ
−p
j] ≡ Jpi J

−p
j − Jpj J

−p
i である。J

−p
i = (Jpi )

∗より，Jp[iJ
−p
j] は純虚数であ

る。式 (5.1.18)と恒等式 (2a− b− c)2 + 3(b− c)2 = 2{(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2}より，4次
微分項は

2∑
a=1

F a
ijF

a
ij = −

(
J1
[iJ

−1
j] − J2

[iJ
−2
j]

)2
−
(
J2
[iJ

−2
j] − J3

[iJ
−3
j]

)2
−
(
J3
[iJ

−3
j] − J1

[iJ
−1
j]

)2
(5.1.19)

と得られる。ここで，Jp[iJ
−p
j] が純虚数であるので，(5.1.19)はゼロ以上であることに注意する。

ポテンシャルをベクトル Zaで書くため，境界条件を決める。ポテンシャル (5.1.8)は大域的な
SU(3)対称性を持っているので，一般性を失うことなく，境界条件として U∞を

U∞ =

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 (5.1.20)

と取ることができる。このとき，

V1 = ⟨n1∞, n1∞ − n1⟩ = 1 + |ZA2|2 − |ZA3|2 +
1

2

(
|ZC2|2 − |ZC3|2

)
V2 = ⟨na∞, na∞ − na⟩ =

3

2

(
1− |ZC1|2

) (5.1.21)

と得られる。ここで，ZaiはZaの i成分を表している。以上より，静的なエネルギー (5.1.12)を

E =

∫
d2x

{
4M2H2 +

4

e2
H4 + µ2H0

}
(5.1.22)
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と書くと，

H2 =
(
J1
i J

−1
i + J2

i J
−2
i + J3

i J
−3
i

)
(5.1.23)

H4 = −1

4

{(
J1
[iJ

−1
j] − J2

[iJ
−2
j]

)2
+
(
J2
[iJ

−2
j] − J3

[iJ
−3
j]

)2
+
(
J3
[iJ

−3
j] − J1

[iJ
−1
j]

)2}
(5.1.24)

H0 = 2 + |ZA2|2 − |ZA3|2 − |ZC1|2 + |ZC2|2 (5.1.25)

と得られる。ここで，Z†
CZC = 1を用いて，H0を整理した。さらに，r0 = (Me)−1として，座

標を x⃗→ r0x⃗とスケール変換すると，(5.1.22)は

E = 4M2

∫
d2x{H2 +H4 + µ̃2H0} (5.1.26)

と書くことができる。ここで，µ̃2 = µ2

4M4e2
である。

5.2 Euler-Lagrange方程式と数値解
この節では，まず Euler-Lagrange方程式を導出する。その方程式は解析的には解くことがで
きないので，数値的解法を用いて解くことにする。また数値的に方程式を解く前に，原点と無
限遠での漸近解析を行い，少なくとも漸近的な領域では，方程式を満たす配位が存在すること
を解析的に確認する。
F2 baby Skyrme模型の作用積分を次のように書く：

S = S2 + S4 + S0 (5.2.1)

S2 = −M2

∫
d3x

2∑
a=1

⟨∂µna, ∂µna⟩ (5.2.2)

S4 =
1

e2

∫
d3x

2∑
a=1

F a
µνF

aµν (5.2.3)

S0 = µ2

∫
d3x

2∑
a=1

⟨na∞, na∞ − na⟩ (5.2.4)

Euler-Lagrange方程式を得るために，次の微小変換を考える：

U → gU, g = exp (iϵϕ) ∈ SU(3) (5.2.5)

ここで，ϵは無限小の定数で，ϕは任意の座標依存する su(3)に値をとる行列とする。ただし，
無限遠では gは単位行列になるとする。すなわち，U∞ → U∞と変換する。このとき，カラー
場とその微分はそれぞれ

na → n′a = gnag
† ≈ na + iϵ [ϕ, na] (5.2.6)

∂µn → ∂µn
′ = g

(
∂µn+

[
g†∂µg, na

])
g† ≈ g (∂µn+ iϵ [∂µϕ, na]) g

† (5.2.7)
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と変換される。したがって，前章で得たように

δS2 =M2

∫
d4x

2∑
a=1

{⟨∂µn′a, ∂µn′a⟩ − ⟨∂µna, ∂µna⟩}

= −2iϵM2

∫
d4x

2∑
a=1

Tr (ϕ ∂µ [na, ∂
µna]) (5.2.8)

となる。また，

δF a
µν = − i

2

{⟨
n′a,

2∑
b=1

[∂µn
′
b, ∂νn

′
b]

⟩
−

⟨
na,

2∑
b=1

[∂µnb, ∂νnb]

⟩}

= − ϵ

2

2∑
b=1

{Tr (∂µϕ [na, [nb, ∂νnb]])− Tr (∂νϕ [na, [nb, ∂µnb]])} (5.2.9)

と得られる。ここで，

Tr (na [[∂µϕ, nb] , ∂νnb]) = −Tr (∂µϕ [na, [nb, ∂νnb]]) (5.2.10)

を用いた。よって，4次微分項の微小変化は

δS4 =
2

e2

∫
d3x

2∑
a=1

F a
µνδF

aµν

= −2ϵ

e2

∫
d3x

2∑
a=1

2∑
b=1

F a
µνTr (∂

µϕ [na, [nb, ∂
νnb]])

=
2ϵ

e2

∫
d3x

2∑
a=1

2∑
b=1

{
F a
µνTr

(
ϕ ∂µ [na, [nb, ∂

νnb]] + ∂µF a
µνTr (ϕ [na, [nb, ∂

νnb]])
)}

(5.2.11)

と求まる。さらに，n′a∞ = na∞に注意すると，ポテンシャル項の変化分は

δS0 = µ2

∫
d3x

2∑
b=1

{⟨na∞, na∞ − n′a⟩ − ⟨na∞, na∞ − na⟩}

= iϵµ2

∫
d3x

2∑
b=1

Tr (ϕ [na∞, na]) (5.2.12)

となる。したがって，任意の ϕに対して δS = 0が成り立つ条件は，

2∑
a=1

{
∂µ

(
M2 [na, ∂µna]−

i

e2
F a
µν

[
na,

2∑
b=1

[nb, ∂
νnb]

])
+
µ2

2
[na∞, na]

}
= 0 (5.2.13)

と得られる。この Euler-Lagrange方程式に，左から U †，右から U を掛けると，次のように書
ける：

∂µBµ +
[
U †∂µU,Bµ

]
=
µ2

2

2∑
a=1

U † [na∞, na]U (5.2.14)
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ここで，カレント Bµは

Bµ =
2∑

a=1

{
M2

[
ha,
[
ha, U

†∂µU
]]

− i

e2

2∑
b=1

F a
µν

[
ha,
[
hb,
[
hb, U

†∂νU
]]]}

= 2i

(
M2Jpµ −

i

e2

2∑
a=1

F a
µνα

p
aJ

pν

)
ep (5.2.15)

と書ける。ここで，Cartan分解 (5.1.13)を用いた。さらに，（時間を含んだ）座標のスケール変
換 (t, x⃗) → r0(t, x⃗)を行うと (5.2.14)は

∂µB̃µ +
[
U †∂µU, B̃µ

]
= µ̃2

2∑
a=1

U † [na∞, na]U (5.2.16)

と書ける。ただし，
B̃µ = i

(
Jpµ − iGp

µνJ
pν
)
ep (5.2.17)

である。ここで，後の便利のためGp
µν =

∑2
a=1 F

a
µνα

p
aを導入した。具体的には，

G±1
µν = ±

√
2F 1

µν = ∓i
(
2J1

[iJ
−1
j] − J2

[iJ
−2
j] − J3

[iJ
−3
j]

)
G±2
µν = ∓ 1√

2

(
F 1
µν +

√
3F 2

µν

)
= ∓i

(
−J1

[iJ
−1
j] + 2J2

[iJ
−2
j] − J3

[iJ
−3
j]

)
G±3
µν = ± 1√

2

(
−F 1

µν +
√
3F 2

µν

)
= ∓i

(
−J1

[iJ
−1
j] − J2

[iJ
−2
j] + 2J3

[iJ
−3
j]

) (5.2.18)

である。
式 (5.2.16)の左辺第二項は，Rp

µ ≡
∑2

a=1 α
p
aA

a
µを用いて，[

U †∂µU, B̃µ
]
=
{
−Rp

µJ
pµ + i

(
GpµνRp

µJ
p
ν +GrµνJrνJ

q
µN

−p
r,q

)}
ep (5.2.19)

と書ける。ただし，N−p
q,r = ⟨ep, [eq, er]⟩である。ここで，次の関係を用いた：∑
p=±1,±2,±3

GpµνJpνJ
−p
µ αpa =

∑
p=±1,±2,±3

G−pµνJ−p
ν Jpµα

−p
a

=
∑

p=±1,±2,±3

GpµνJ−p
ν Jpµα

p
a

= −
∑

p=±1,±2,±3

GpµνJpνJ
−p
µ αpa

= 0 (5.2.20)

N−p
r,q が有限になるのは，p = −mとすると，

Nm
m−1,m+1 = 1, Nm

m+1,m−1 = −1 (5.2.21)

のみである。ただし，便宜上m ∈ Z+ = {1, 2, 3}ならばm± 1 ∈ Z+，m ∈ Z− = {−1,−2,−3}
ならばm± 1 ∈ Z−とする。例えば，m = 3のときm+ 1 = 1とする。したがって，式 (5.2.19)
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の右辺第三項は

GrµνJrνJ
q
µN

−p
r,q = F aµν

(
αp−1
a Jp−1

ν Jp+1
µ − αp+1

a Jp+1
ν Jp−1

µ

)
= F aµν

(
αp−1
a + αp+1

a

)
Jp−1
ν Jp+1

µ

= −F aµναpaJ
p−1
ν Jp+1

µ

= −GpµνJp−1
ν Jp+1

µ (5.2.22)

と変形できる。また，式 (5.2.16)の右辺は，U = (ZA, ZB, ZC)と書くと，

µ̃2

2∑
a=1

U † [na∞, na]U

= µ̃2

 0 ZA
∗
2ZB2 − ZA

∗
3ZB3 ZA

∗
1ZC1 − ZA

∗
3ZC3

−ZB
∗
2ZA2 + ZB

∗
3ZA3 0 ZB

∗
1ZC1 − ZB

∗
2ZC2

−ZC
∗
1ZA1 + ZC

∗
3ZA3 −ZC

∗
1ZB1 + ZC

∗
2ZB2 0

 (5.2.23)

となる。ここで，ZaiはZaの i成分である。以上より，Euler-Lagrange方程式 (5.2.16)は

∂µ
(
J1
µ − iG1

µνJ
1ν
)
+ iR1

µJ
1µ +G1µν

(
R1
µJ

1
ν + J2

µJ
3
ν

)
= −iµ̃2 (ZA

∗
2ZB2 − ZA

∗
3ZB3) (5.2.24)

∂µ
(
J2
µ − iG2

µνJ
2ν
)
+ iR2

µJ
2µ +G2µν

(
R2
µJ

2
ν + J3

µJ
1
ν

)
= −iµ̃2 (ZC

∗
3ZA3 − ZC

∗
1ZA1) (5.2.25)

∂µ
(
J3
µ − iG3

µνJ
3ν
)
+ iR3

µJ
3µ +G3µν

(
R3
µJ

3
ν + J1

µJ
2
ν

)
= −iµ̃2 (ZB

∗
1ZC1 − ZB

∗
2ZC2) (5.2.26)

とそれらの複素共役で与えられる。
この連立方程式 (5.2.24)–(5.2.26)を解くために，前章のように複素ベクトルZa, (a = A,B,C)

を複素スカラー場を用いて次のように記述する：

ZA =
1√
∆1

 1

u1
u2

 ,

ZB =
1√

∆1∆2

 −u∗1 − u∗2u3
1− u1u

∗
2u3 + |u2|2

−u∗1u2 + u3 + u3|u1|2

 ,

ZC =
1√
∆2

 u∗1u
∗
3 − u∗2
−u∗3
1


(5.2.27)

となる。ここで，

∆1 = 1 + |u1|2 + |u2|2 , ∆2 = 1 + |u3|2 + |u1u3 − u2|2 (5.2.28)

である。
方程式を解くもっとも単純な方法は，複素スカラー場に軸対称性などの空間的対称性をもつ

ansatzを仮定し，そのうえで数値計算を行うことである。しかし，方程式 (5.2.24)–(5.2.26)は，
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パラメトリゼーション (5.2.27)を導入してもなお，非常に複雑なので，ここでは異なるアプロー
チを行う。それは，スカラー場に空間的対称性を課すのではなく，torsion free条件

Re
(
J1 ∧ J2 ∧ J3

)
= 0 (5.2.29)

を満たす配位を考え，この制限の下で方程式を解くというものである。4.5節で見たように，F2

非線型シグマ模型におけるインスタントン解は，すべて torsion free条件を満たしていた。この
torsion free条件は，模型のダイナミカルな性質から現れるものではなく，ターゲット空間の幾
何学的性質から現れる条件であることに注意する。したがって，F2非線型シグマ模型に相互作
用項を加えたF2 baby Skyrme模型においても，Euler-Lagrange方程式の解は torsion free条件を
満たすであろう。その仮説により，我々は torsion free条件 (5.2.29)を満たす 2種類の配位を考
える。1つ目は，SU(3)行列U が SU(2)行列の単純な埋め込みになっているもの。これは一般
に，対称性を考慮すると，2つのスカラー場がゼロ，すなわち u1 = u3 = 0であるものと等価で
ある。このとき，J1

k = J3
k = 0が成り立つので，torsion free条件が満たされている。2つ目は，

F2非線型シグマ模型における鞍点解が満たしていた，J2
k = 0を満たす配位である。

まず，単純な埋め込みの場合から考える。ここでは，u1 = u3 = 0とし，便宜上 u2 = uと書
くことにする。そのとき，SU(3)行列 U は次のように書ける：

U =
1√
∆

 1 0 −u∗

0 1 0

u 0 1

 , ∆ = 1 + |u|2 (5.2.30)

よって，式 (5.1.14)を用いて

J±1
µ = J±3

µ = 0, J2
µ = − i

∆
∂µu, J−2

µ =
i

∆
∂µu

∗ (5.2.31)

と得られる。式 (5.2.30)と (5.2.31)をEuler-Lagrange方程式 (5.2.24)と (5.2.26)に代入すると，そ
れらは自動的に満たされることがわかる。したがって，(5.2.25)だけを考えればよい。
式 (5.2.30)より，Aaµと F a

µνは

A1
µ =

1√
3
A2
µ = − i

2
√
2

u∗∂µu− u∂µu
∗

∆
(5.2.32)

F 1
µν =

1√
3
F 2
µν =

i√
2

∂µu∂νu
∗ − ∂µu

∗∂νu

∆2
(5.2.33)

と得られる。したがって，R2
µとG2

µνは

R2
µ = − 1√

2

(
A1
µ +

√
3A2

µ

)
=
i(u∗∂µu− u∂µu

∗)

∆
≡ Rµ (5.2.34)

G2
µν = − 1√

2

(
F 1
µν +

√
3F 2

µν

)
= −2i(∂µu∂νu

∗ − ∂µu
∗∂νu)

∆2
≡ Gµν (5.2.35)

となる。また，ポテンシャルからの寄与は

ZC
∗
3ZA3 − ZC

∗
1ZA1 =

2u

∆
(5.2.36)
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と得られる。したがって，方程式 (5.2.25)は，両辺に∆を掛けると，

∂µ (∂µu− iGµν∂
νu) + (iRµ − ∂µ log∆) (∂µu− iGµν∂

νu) = 2µ̃2u (5.2.37)

と書ける。また，同時にエネルギーは

E = 4M2

∫
d2x

{
∂iu∂iu

∗

∆2
− (∂iu∂ju

∗ − ∂iu
∗∂ju)

2∆4
+

2µ̃2

∆

}
(5.2.38)

と書ける。この方程式 (5.2.37)とエネルギー (5.2.38)は，ポテンシャル項が old babyポテンシャ
ルである baby Skyrme模型の Euler-Lagrange方程式とエネルギーにそれぞれ一致する。すなわ
ち，(5.2.37)と (5.2.38)は，ラグランジアン密度

L =M2∂µn⃗ · ∂µn⃗− 1

2e2
(∂µn⃗× ∂νn⃗)

2 − µ2(1− n3) (5.2.39)

から得られる Euler-Lagrange方程式とエネルギー汎関数を，ステレオグラフ射影

n⃗ =
1

∆

(
u+ u∗,−i(u− u∗), |u|2 − 1

)
(5.2.40)

を用いて書き下したものと完全に一致する。この系の解はすでに知られている [12, 13]ので，
我々はF2 baby Skyrme模型に解が存在することを確認することができた。ただし，この結果は
配位 (5.1.13)が単純な埋め込みであることの帰結であるので，新たな解を得たとはいえないだ
ろう。そこで，単純な埋め込みとは違うクラスの解をこれから探索していく。
次に，J2

k = 0を満たす配位を考える。この条件は，

J2
k ∝ u3∂ku1 − ∂ku2 = 0 (5.2.41)

と等価である。前章の F2非線型シグマ模型の場合には，複素スカラー場が z± = x± iyの有理
関数だとすれば，この条件を満たすことが簡単にできた。しかし，ポテンシャルと 4次微分項
を考慮すると，z±の有理関数が Euler-Lagrange方程式の解になっていることはないだろう。そ
のため，(5.2.41)を場の座標依存性を仮定せずに解く必要がある。場の座標依存性を仮定せず，
一般的に (5.2.41)を解くことは難しいが，u2が u1の関数であるとすれば簡単に解くことがで
きる。すなわち，u2 = g(u1)と置くと，(5.2.41)より u3 = g′(u1)と得られる。ここで，′は u1
での微分を表している。以下では，この配位を考えていく。ただし，場の一価性を満たすため，
g(u1)を u1の多項式とする2。
いま，未知関数は u1と gの 2つとなった。一方で，Euler-Lagrange方程式は 3本の連立方程
式であるため，過剰決定系となってしまう。これを解消するために，(5.2.24)と (5.2.26)が比例
する条件を考え，独立な方程式の本数を減らす。ここで，(5.2.25)は J2

k = 0により多くの項が
消えるため，特別視する。(5.2.24)と (5.2.26)が比例するには，少なくとも∆1/∆2が定数でな
ければならない。∆1 = ∆2の場合を考える。このとき，g(u1) =

∑
n anu

nとして，∆1と∆2の
中にある u1の次数を比較すると，

g(u1) =
1

2
u21e

iφ (5.2.42)

2一般には，有理関数とすることができるが，ここでは簡単のため多項式とする
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と得られる。ただし，φは任意の実数である。便宜上 u1 =
√
2u, φ = πと選ぶと，

u2 = −u2, u3 = −u1 = −
√
2u (5.2.43)

と得られる。このとき，SU(3)行列 U は

U =
1

∆

 1 −
√
2u∗ −u∗2√

2u 1− |u|2
√
2u∗

−u2 −
√
2u 1

 (5.2.44)

と書ける。
式 (5.2.44)を用いて，Euler-Lagrange方程式 (5.2.24)–(5.2.26)に含まれているテンソルを具体
的に計算する。カレント Jpµは，

J1
µ =

√
2i

∆
∂µu

∗, J2
µ = 0, J3

µ = −
√
2i

∆
∂µu

∗ (5.2.45)

と得られる。これらを用いると

G±1
µν = G±3

µν = ±Gµν , G±2
µν = ∓2Gµν , (5.2.46)

と得られる。ここで，

Gµν ≡ −2i(∂µu∂νu
∗ − ∂µu

∗∂νu)

∆2
(5.2.47)

である。また，

Z†
A∂µZA = −Z†

C∂µZC =
(u∗∂µu− u∂µu

∗)

∆
≡ −iRµ (5.2.48)

より，
R±1
µ = R±3

µ = ±Rµ, R±2
µ = ∓2Rµ (5.2.49)

が得られる。さらに，ポテンシャルからの寄与は，

ZA
∗
2ZB2 − ZA

∗
3ZB3 =

√
2

∆2

(
1− 2|u|2

)
u∗ (5.2.50)

ZC
∗
3ZA3 − ZC

∗
1ZA1 = 0 (5.2.51)

ZB
∗
1ZC1 − ZB

∗
2ZC2 = −

√
2

∆2

(
1− 2|u|2

)
u∗ (5.2.52)

となる。
以上をEuler-Lagrange方程式に代入する。式 (5.2.45)よりJ1

µJ
3
ν−J3

µJ
1
ν = 0であるので，(5.2.51)

とから，J2
µ に対する Euler-Lagrange方程式 (5.2.25)が自動的に満たされていることがわかる。

さらに，Euler-Lagrange方程式 (5.2.24)と (5.2.26)は互いに比例し，次の方程式と等価となる：

∂µ (∂µu− iGµν∂
νu) + (iRµ − ∂µ log∆) (∂µu− iGµν∂

νu) = −µ̃2(1− 2|u|2) u
∆

(5.2.53)

ここで，(5.2.53)を得るため (5.2.24)の複素共役を取った。また，このときエネルギーは

E = 16M2

∫
d2x

{
∂iu∂iu

∗

∆2
− (∂iu∂ju

∗ − ∂iu
∗∂ju)

2∆4
+
µ̃2

2

1 + 4|u|2

∆2

}
(5.2.54)
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と書ける。このEuler-Lagrange方程式 (5.2.53)とエネルギー (5.2.54)は，次のラグランジアンで
定義される baby Skyrme模型の Euler-Lagrange方程式とエネルギーに等しい：

L = 4

[
M2∂µn⃗ · ∂µn⃗− 1

2e2
(∂µn⃗× ∂νn⃗)

2 − µ2

8

{
2(1− n3) + 3(1− n2

3)
}]

(5.2.55)

ここで，n⃗は (5.2.40)で定義される 3成分の単位ベクトルである。式 (5.2.55)のポテンシャルは，
old babyポテンシャル (1− n3)と new babyポテンシャル (1− n2

3)の和になっている。ここでも
問題は baby Skyrme模型に帰着したが，そのようなポテンシャルの下での baby skyrmionはこ
れまで議論されていない。したがって，Euler-Lagrange方程式 (5.2.53)を実際に解いて解を構築
する必要がある。
解を構築するために，次の軸対称 ansatzを導入する：

u = cot
F (r)

2
einθ (5.2.56)

ここで，(r, θ)は 2次元極座標である。また，F (r)は，境界条件F (0) = 0, lim
r→∞

F (r) = πを満た

す滑らかな関数で，nは場の巻き数を表す整数である。このとき，トポロジカルチャージを前
章のように

Q = NA −NC

Na = − i

2π

∫
d2x εij∂iZ

†
a∂jZa

(5.2.57)

と定義すると，Q = 4nと得られる。
ポテンシャルが new babyポテンシャルである baby Skyrme模型では，すべての整数 nに対し
て，軸対称性を持った配位が属するホモトピークラスの中での最小エネルギーを与える。一方
で，ポテンシャルが old babyポテンシャルのときには，n = 1, 2のときのみ，軸対称性を持っ
た配位が最小エネルギーを与える [13]。いま考えている系は，ポテンシャルが old babyポテン
シャルと new babyポテンシャルの和で与えられる baby Skyrme模型と等価であるので，少なく
とも n = 1, 2に対して軸対称 ansatzを用いて得られた解は，属するホモトピークラスの中での
最小エネルギーを与えると考えられる。
軸対称 ansatz(5.2.56)を Euler-Lagrange方程式 (5.2.53)に代入すると，

F ′′
(
1 +

n2 sin2 F

r2

)
+ F ′

(
1

r
− n2 sin2 F

r3
+
n2F ′ sinF cosF

r2

)
− n2 sinF cosF

r2
− µ̃2

2
sinF (1 + 3 cosF ) = 0

(5.2.58)

が得られる。
この方程式は解析的に解くことはできないが，原点と無限遠での漸近解は解析的に得ること
ができる。原点近傍では，

F (r) = π + Crn (5.2.59)

が方程式の解になっている。ここで，Cはある定数である。一方で，無限遠では (5.2.58)が変
形 Bessel方程式

F ′′ +
F ′

r
−
(
n2

r2
+ 2µ̃2

)
F = 0 (5.2.60)
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図 5.1: いくつかの µ̃2に対しての，動径関数 F (r)とエネルギー密度 E。上段は n = 1，下段は
n = 2である。また，ほかのパラメータはM = 0.5に選んだ。

と簡略化される。したがって，F (r)は無限遠で変形 Bessel関数 Kn(
√
2µ̃r)に比例する。ゆえ

に，無限遠では

F (r) ∝ Kn(
√
2µ̃r) ∼ e−

√
2µ̃r√√
2µ̃r

(5.2.61)

と振舞うことがわかる。これらの性質は，基本的に old babyポテンシャルや new babyポテン
シャルの下での baby skyrmionの性質とほとんど同じである [12]。
方程式 (5.2.58)を数値的に解くことで，解の構築を行った。数値計算は SOR法を用いた。こ
こで，数値計算のために，座標を

r =
x

1− x
, x ∈ [0, 1] (5.2.62)

と変数変換し，その上でメッシュ数をNMESH = 1000として計算を行った。
得られた解の動径関数 F (r)とエネルギー密度を図 5.1に示す。結合定数 µ̃2を大きくすると，
動径関数は早くゼロへと収束していく。これは，µ̃2を大きくすると，エネルギー密度が原点付
近に集まり，解が小さくなっていくことを示している。エネルギー密度は，n = 1のとき原点
で最大値を取るのに対して，n = 2のときには原点から離れたところで最大値をとる。図 5.2で
は，同じパラメータセットのもとで得られる単純な埋め込み解との比較を行う。定性的には，2
種類の解は非常に似ていることがわかる。定量的には，トポロジカルチャージあたりのエネル
ギー密度が，我々が新しく構築した解の方が大きいことがわかる。表 5.1に n = 1の解，表 5.2
にn = 2の解のエネルギーを記す。Derrickの定理より，Euler-Lagrange方程式の解は，E4 = E0

を満たす。実際に我々の得た配位は，E4/E0 ≈ 0.99程度である。同じ巻き数 nで与えられる，
F2非線型シグマ模型における鞍点解は，埋め込み解のちょうど 4倍のエネルギーを持っていた
が，F2 baby Skyrme模型の場合には，新たな解がもつエネルギーの方が，単純な埋め込み解が
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図 5.2: 同じ nにおける新たに得られた解と埋め込み解の比較。実線が新たに得られた解で，点
線が埋め込み解である。上段は n = 1，下段は n = 2であり，赤は µ̃2 = 0.2，青は µ̃2 = 1.0を
示している。また，ほかのパラメータはM = 0.5に選んだ。

持つエネルギーよりも 4倍以上大きくなっている。さらに，µ̃2を大きくすると，その比が増加
していくため，より不安定になっていくと考えられる。

5.3 5章のまとめ
本章では，F2 baby Skyrme模型，すなわちF2非線型シグマ模型にポテンシャルと Skyrme項
を加えた模型におけるソリトン解について議論した。F2非線型シグマ模型におけるソリトンは，
スケール不変性を持っていたが，ポテンシャルと Skyrme項を加えたことでスケール不変性を
持たない解の構築に成功した。

Skyrme項は，baby Skyrme模型からの一般化により導入した。ポテンシャルは，第 3章で議
論したポテンシャルの構成法をもとに，模型の対称性を破らないポテンシャルを構成し，導入
した。我々は，第 4章での議論から，Euler-Lagrange方程式の解は，ターゲット空間の幾何学的
な性質から現れる torsion free条件を満たしていると予想し，その条件を満たす配位を ansatzと
して採用した。すなわち，F2非線型シグマ模型の単純な埋め込み解と鞍点解に対応する 2種類
の配位を考えた。単純な埋め込み解に対応する配位では，Euler-Lagrange方程式とエネルギー
汎関数が，完全に baby Skyrme模型のものと一致した。一方で，鞍点解に対応する配位におい
て，それらはポテンシャルが old babyポテンシャルと new babyポテンシャルの和で与えられた
baby Skyrme模型と一致していた。このようなポテンシャルのもとでは，ソリトン解が知られ
ていなかったため，Euler-Lagrange方程式を数値的に解くことで解の構築を行った。
今回は，軸対称性を持つ配位がそのホモトピークラスにおいて最小のエネルギーを与えると
予想できる，低いトポロジカルチャージを持った配位のみを考えた。軸対称性を持たないと予
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表 5.1: n = 1のときの新たな解のエネルギー。ここで，パラメータはM = 0.5とした。Ratio
は同じパラメータのもとの埋め込み解の持つエネルギーとの比を表している。

µ̃2 E2 E4 E0 E E4/E0 Ratio
0.2 7.090 2.292 2.309 11.691 0.993 4.76
0.4 7.300 3.123 3.132 13.555 0.997 4.89
0.6 7.437 3.751 3.758 14.946 0.998 4.96
0.8 7.540 4.278 4.283 16.101 0.999 5.02
1.0 7.623 4.740 4.744 17.107 0.999 5.06

表 5.2: n = 2のときの新たな解のエネルギー。ここで，パラメータはM = 0.5とした。Ratio
は同じパラメータのもとの埋め込み解の持つエネルギーとの比を表している。

µ̃2 E2 E4 E0 E E4/E0 Ratio
0.2 12.959 4.144 4.177 21.280 0.992 4.61
0.4 13.113 5.783 5.792 24.688 0.998 4.75
0.6 13.217 7.023 7.038 27.279 0.998 4.83
0.8 13.299 8.068 8.081 29.448 0.998 4.89
1.0 13.366 8.986 8.998 31.350 0.999 4.94

想される，より高次のトポロジカルチャージを持った解の構築を行うことが今後の課題になる
だろう。軸対称性を課さずに Euler-Lagrange方程式を解くのは容易ではないため，モンテカル
ロシミュレーションなどによってエネルギーの最小化を行うことが現実的な方法として考えら
れる。
また，F2非線型シグマ模型や F2 baby Skyrme模型におけるソリトンは，アルカリ土類金属
の冷却原子系において現れることが予想される [62]。そのような物性現象への応用のため，本
研究で得られたソリトンの安定性や動力学的な性質を詳しく解析することが特に重要な今後の
課題である。



第6章 FN−1 Skyrme-Faddeev模型における
Hopfion

本章では，F2非線型シグマ模型における結び目ソリトン，すなわちHopfionを議論する。この
Hopfionは，前章で得た baby skyrmionの閉じたループと解釈できるだろう。前章で我々は，F2

非線型シグマ模型における baby skyrmionが，ターゲット空間の幾何学的な条件である torsion
free条件のもとで得られることを確認した。このことから，baby skyrmionの閉じたループであ
るHopfionも，torsion free条件のもとで，解が得られると予想できる。その仮説に基づき，我々
はここでも torsion free条件を満たす配位を考える。これは，ターゲット空間F2の，2次元球面
S2とトポロジカルに等価なKähler部分多様体への写像を考えることに等しい。その torsion free
条件を満たす配位として，単純に埋め込まれた CP 1部分多様体への写像と，非自明な Kähler
部分多様体への写像の 2種類を考える。

6.1節では，F2非線型シグマ模型におけるHopfionを考える背景について述べる。6.2節では，
ラグランジアンやソリトンを特徴付ける位相不変量の定義や，扱いやすい場のパラメトリゼー
ションを与える。6.3節では，まず一般的に Euler-Lagrange方程式を導出する。その後，torsion
free条件を満たす 2種類の配位を考え，その配位を用いて Euler-Lagrange方程式に Hopfion解
が存在することを示す。6.4節で，torsion free条件を満たす 2つの配位によって得られた解の差
異を明確にするため，得られた解の量子的な性質を解析する。6.5節で，この章のまとめと今後
の展望について述べる。

6.1 研究背景
1.4.3項で議論したように，Hopfionとは，結び目の構造を持つトポロジカルソリトンである。
そのような結び目の構造は，物理学の様々な領域で現れると考えられている。たとえば，QCD
[15, 7, 9]や Bose-Einstein凝縮体 [75, 76]，超伝導体 [77]，ネマティック液晶 [78]の中に存在す
ると予言されている。

Hopfionを解としてもつ典型的な場の理論は，Skyrme-Faddeev模型である。すなわち，(3+1)

次元Minkowski時空上のO(3)非線型シグマ模型に高次微分項，すなわち Skyrme項を加えた模
型である [46, 7]。Skyrme項は，FaddeevによってDerrickの非存在定理を回避するために導入
された。具体的には，Skyrme-Faddeev模型は次のラグランジアンで定義される：

L =M2∂µn⃗ · ∂µn⃗− 1

2e2
(∂µn⃗× ∂νn⃗)

2 (6.1.1)

ここで，M は質量の次元をもち，eは次元をもたない定数である。場 n⃗は，3成分の単位ベク
トルである。すなわち，n⃗ · n⃗ = 1を満たす。この模型は，CP 1 Skyrme-Faddeev模型とも呼ばれ
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る。それは，ステレオグラフ射影 S2 → CP 1

n⃗ =
1

∆

(
u+ u∗,−i (u− u∗) , |u|2 − 1

)
, ∆ = 1 + |u|2 (6.1.2)

を通して，複素スカラー場 uでラグランジアンを記述できるからである。
式 (6.1.1)から得られる静的なエネルギーが有限になるためには，空間の無限遠において，⃗nが
定数になることが要求される。したがって，有限エネルギーを持つ配位に対して，空間の無限遠
を同一視することができるため，空間R3はS3へと 1点コンパクト化される。また，n⃗は 2次元
球面S2上に値を取る。したがって，n⃗はS3 → S2の写像を定義する。この写像のホモトピー群
は，非自明，すなわち π3(S

2) = Zである。そのため，場の配位は整数で分類される。その整数
のことをHopf不変量と呼ぶ。Hopf不変量は，n⃗や uなどの場だけでは記述できない，nonlocal
に定義される量である。Hopf不変量をうまく定義するためには，複素ベクトル Z⃗ = (Z0,Z1)

T

を導入することが便利である。ここで，|Z⃗|2 = 1を満たし，u ≡ Z1/Z0と定義する。ただし，
Z1とZ0は両方とも複素数とする。このとき，Hopf不変量を次のように定義することができる：

HCP 1 =
1

4π2

∫
A ∧ dA, A = iZ⃗†dZ⃗ (6.1.3)

Hopf不変量がH = 1または 2であるHopfionはトーラス状の構造を持つ。より高次のHopf不
変量を持つ解は，軸対称性を持たず，複雑な形状の結び目になっている [48]。
このラグランジアン (6.1.1)は，FaddeevとNiemiらによって，SU(2) Yang-Mills理論からゲー
ジ場の分解 (Cho-Faddeev-Niemi-Shabanov分解)

Aµ = Cµn+ i[n, ∂µn] + ρ∂µn+ iσ[n, ∂µn] (6.1.4)

を通して，その低エネルギー有効模型として導出できることが示されている [7, 8]。ここで，
n = n⃗ · τ⃗ である。ただし，τ⃗ = (τ1, τ2, τ3)は Pauli行列を表す。また，Cµは U(1)ゲージ場で，
ρ, σは実スカラー場である。式 (6.1.4)の右辺は，4次元時空上の SU(2)ゲージ場が持つ自由度
と等しい数の自由度を持っている。この視点から，Skyrme-Faddeev模型における Hopfionは，
QCDにおける結び目ソリトンであると予想されているグルーボールを記述すると考えられてい
る [15]。
しかしながら，QCDのゲージ群は SU(3)であるため，CP 1 Skyrme-Faddeev模型ではなく，

SU(3) Yang-Mills理論の有効模型におけるHopfionがグルーボールを記述すると考えることが
自然である。SU(3) Yang-Mills理論の低エネルギー有効模型は，未だ直接導出はされていない
が，低エネルギー領域において予想される対称性の破れのパターンに基づいて 2種類の模型が
提案されている。すなわち，CP 2 Skyrme-Faddeev模型 [24]と F2 Skyrme-Faddeev模型 [9]であ
る。それぞれ，CP 2非線型シグマ模型とF2非線型シグマ模型にSkyrme項を加えた模型である。
SU(3) Yang-Mills理論は，低エネルギーにおいて，SU(3)対称性が U(2)または U(1)2対称性
へと破れると予想されている。その対称性の破れ方に対応して，有効模型のターゲット空間が
SU(3)/U(2) = CP 2またはSU(3)/U(1)2 = F2となると考えられるため，それら 2つの模型が提
案された。ただし，4次元時空上のSU(3)ゲージ場と等しい数の自由度を持つ場の分解は，対称
性がU(1)2に破れるパターンの場合しか知られていない [9, 10]。さらに，CP 2 Skyrme-Faddeev
模型は，ホモトピー群が自明，すなわち π3(CP

2) = 0であるため，Hopfionのようなソリトン
解を持たない。そのため，ここでは F2 Skyrme-Faddeev模型において Hopfionが解として存在
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することを確認する。F2 Skyrme-Faddeev模型では，π3(F2) = Zより，Hopfion解が存在すると
予想されていたが，数学的な困難から，模型が提案されてから 20年ほどたった今でもその存在
は確認されていなかった。
また，3次元立方格子上の SU(3)反強磁性Heisenberg模型や高密度クォーク物質中のカラー
超伝導体の秩序変数空間が旗空間F2となることが示唆されている [79]。そのため，それらの現
象を記述する有効模型としてF2 Skyrme-Faddeev模型が基礎理論から導出できると予想される。
そのため，本研究で得られた結果は，QCDだけでなく SU(3)対称性を持った物性現象へ応用
も考えられる。

6.2 模型

6.2.1 エネルギー，Hopf不変量と torsion

F2 Skyrme-Faddeev模型は，次に定義するカラー場で定義される：

na = WhaW
†, a = 1, 2 (6.2.1)

ここで，W は SU(3)の要素で，行列 haは su(3)におけるCartan生成子である。そのカラー場
を用いて，F2 Skyrme-Faddeev模型は，次の (3+1)次元Minkowski時空上のラグランジアン密度
で定義される [9]：

L =
2∑

a=1

{
M2 ⟨∂µna, ∂µna⟩ −

1

e2
F a
µνF

aµν

}
(6.2.2)

ここで，M は質量の次元をもち，eは無次元の定数である。⟨ , ⟩を任意のA,B ∈ su(3)に対し
て ⟨A,B⟩ = Tr

(
A†B

)
と定義する。また，2階のテンソルは

F a
µν = − i

2

2∑
b=1

⟨na, [∂µnb, ∂νnb]⟩ (6.2.3)

である。ラグランジアン (6.2.2)は，大域的なSU(3)変換W → gW, g ∈ SU(3)と局所的なU(1)2

変換W → Wk, k ∈ U(1)2の下で不変に保たれる。このラグランジアンは，前章で扱った F2

baby Skyrme模型のラグランジアンと，定義されている空間の次元とポテンシャルの存在を除
いて同じである。
ラグランジアン (6.2.2)から得られる静的なエネルギー汎関数は

E =
1

4

∫
d3x

2∑
a=1

{
⟨∂ina, ∂ina⟩+ F a

ijF
a
ij

}
(6.2.4)

と書ける。ここで，簡単のため長さの単位 (Me)−1とエネルギーの単位 4M/eを導入した。静
的なエネルギー (6.2.4)は 2次微分項と 4次微分項を持っているため，Derrickの非存在性定理を
避けることができるので，この模型に 3次元の粒子的な配位が安定に存在する可能性がある。
エネルギー汎関数 (6.2.4)を，トレースを含まないより扱い易い形に変形する。そのために，
平坦接続 U †∂µU を SU(3)の Cartan-Weyl基底を用いて展開する：

U †∂µU = iCa
µha + iKp

µep (6.2.5)
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ここで，基底を次のように定義した：

h1 =
1√
2
λ3, h2 =

1√
2
λ8,

e±1 =
1

2
(λ1 ± iλ2) , e±2 =

1

2
(λ4 ∓ iλ5) , e±3 =

1

2
(λ6 ± iλ7)

この基底は正規直交性を持つので，カレントは

Ca
µ = −i

⟨
ha, U

†∂µU
⟩
, Kp

µ = −i
⟨
ep, U

†∂µU
⟩

(6.2.6)

と書くことができる。ここで，Ca
µは実であり，またK−p

µ =
(
Kp
µ

)∗
である。また，k = exp (iθaha)

によるゲージ変換U → Ukのもとで，Ca
µはゲージ場のように変換され，K

p
µは荷電粒子のよう

に変換される。すなわち，

Ca
µ → Ca

µ + ∂µθ
a, Kp

µ → Kp
µe

−iθaαp
a (6.2.7)

ここで，αpaは epに対応するルートベクトルの a成分である。具体的には，ルートベクトルは
次のように与えられる：

α±1 = ±

( √
2

0

)
, α±2 = ∓ 1√

2

(
1√
3

)
, α±3 = ± 1√

2

(
−1√
3

)
(6.2.8)

ルートベクトルの性質 α−p
a = −αpaと

∑2
a=1 (α

p
a)

2 = 2を用いて，前章と同様な計算を行うと

2∑
a=1

⟨∂ina, ∂ina⟩ = 4
(
K1
iK

−1
i +K2

iK
−2
i +K3

iK
−3
i

)
(6.2.9)

2∑
a=1

F a
ijF

a
ij = −

(
K1

[iK
−1
j] −K2

[iK
−2
j]

)2
−
(
K2

[iK
−2
j] −K3

[iK
−3
j]

)2
−
(
K3

[iK
−3
j] −K1

[iK
−1
j]

)2
(6.2.10)

が得られる。ここで，Kp
[iK

−p
j] ≡ Kp

iK
−p
j − Kp

jK
−p
i である。したがって，エネルギー汎関数

(6.2.4)は

E =

∫
d3x

3∑
q=1

[
Kq
iK

−q
i − 1

4

(
Kq

[iK
−q
j] −Kq+1

[i K
−(q+1)
j]

)2]
(6.2.11)

と書ける。ただし，qを法 3を持つ数とする。すなわち，q ≡ q + 3 (mod 3)とする。Kp
[iK

−p
j] は

純虚数であるため，(6.2.11)は半正定値である。
ここでも，エネルギーの有限性は，naは空間の無限遠で定数になることを要求する。したがっ
て，空間R3は S3へとコンパクト化される。よって，naは S3 → F2 = SU(3)/U(1)2への写像
を定義する。結果として，有限エネルギーを持つ配位はホモトピー群 π3 (SU(3)/U(1)

2) = Zの
要素で特徴付けられる。その要素に対応するトポロジカルチャージ，すなわちHopf不変量は次
のように与えられる：

HF2 =
1

8π2

∫ 2∑
a=1

Ca ∧ dCa − Γ (6.2.12)
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ここで，

Γ =
−i
8π2

∫ {
K1 ∧K2 ∧K3 −K−1 ∧K−2 ∧K−3

}
(6.2.13)

である。ここでも，Hopf不変量 (6.2.12)は nonlocalである。Ca
µはカラー場 naでだけで記述す

ることができず，局所的なU(1)2対称性を持たないため，Hopf不変量 (6.2.12)も局所的な対称
性を持っていないことに注意する。また，(6.2.12)の 1項目である可換Chern-Simons (CS)項と
2項目である Γは，それぞれではトポロジカルな量にはなっていないことにも注意する。

Hopf不変量 (6.2.12)は，π3 (SU(3)/U(1)2)とπ3 (SU(3))が同型であることと，Novikovの方法

を用いて構成される [80]。この同型性はHF2 = Q[W ]意味する。ここで，Q[W ] =
1

24π2

∫
Tr
(
W †dW

)3
と定義され，写像W : S3 → SU(3)のもつ巻き数を表している。また，Q[W ]に展開された平
坦接続 (6.2.5)を直接代入しても (6.2.12)得ることができる。

Kähler形式は，次のように与えられる：

λ =
i

2π

3∑
p=1

BpJ
p ∧ J−p (6.2.14)

ここで，係数Bpは任意の実定数 [67]である。したがって，skew torsion T = dλは，

T =
1

2π

3∑
p=1

Bp

(
J1 ∧ J2 ∧ J3 + J−1 ∧ J−2 ∧ J−3

)
(6.2.15)

と得られる。Kähler形式と skew torsionは，局所的なU(1)2変換のもとで不変である。一般に，
(6.2.15)はゼロではない。しかし，前章までで見たように，F2非線型シグマ模型やF2 baby Skyrme
模型におけるソリトン解は，torsion free条件 T = 0，すなわち

Re(K1 ∧K2 ∧K3) = 0 (6.2.16)

のもとで得ることができた。ここでも，torsion free条件を満たす配位を考えることにする。Torsion
free条件を満たす配位は，空間から，F2上のS2とトポロジカルに等価なKähler多様体への写像
を定義している。したがって，そのような配位を考えることは，空間R3 ∼ S3からそのKähler
多様体へのHopf写像を考えることと等しい。

6.2.2 場のパラメトリゼーション

解析を簡単にするために，第 4章で行ったように，SU(3)行列W を複素スカラー場を用いて
記述する。ただし，前章までは SU(3)行列を 6 (= dimF2)自由度を持つように構成したが，こ
こでは 8 (= dimSU(3))自由度を持つように構成する。なぜならば，Hopf不変量が nonlocalに
定義されているので，ターゲット空間の情報だけでは適切に記述することができないためであ
る。追加された 2つの自由度を使うことで，はじめてHopf不変量を整数として定義することが
できる。
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そのようなパラメトライズを行うため，ここでは次の下三角行列を考える：

X =

 χ1 0 0

χ2 χ4 0

χ3 χ5 (χ1χ4)
−1

 ∈ SL(3,C) (6.2.17)

ここで，χiは複素関数であり，χ1と χ4は有限の値を取るとする1。この行列は，SL(3,C)の要
素の中で，もっとも一般的な下三角行列であり，10自由度をもっていることに注意する。
SU(3)行列を作るために，正規直交基底を構成する。行列X をX = (c⃗1, c⃗2, c⃗3)と列ベクト
ルを用いて書き，そのベクトルから Gram-Schmidt直交化法を用いて正規直交基底を求める。
Gram-Schmidt直交化法より，互いに直交したベクトル v⃗jを次のように定義することができる：

v⃗1 = c⃗1 ,

v⃗2 = c⃗2 −
(c⃗2, v⃗1)

(v⃗1, v⃗1)
v⃗1 ,

v⃗3 = c⃗3 −
(c⃗3, v⃗2)

(v⃗2, v⃗2)
v⃗2 −

(c⃗3, v⃗1)

(v⃗1, v⃗1)
v⃗1

(6.2.18)

このベクトル v⃗jの正規化は次の 2つの条件の下で達成できる：

|χ1|2 + |χ2|2 + |χ3|2 = 1,

|χ1|2
(
|χ4|2 + |χ5|2

)
+ |χ3χ4 − χ2χ5|2 = 1

(6.2.19)

このとき，
W = (v⃗1, v⃗2, v⃗3) (6.2.20)

と書く。この行列は 8自由度を持ったユニタリー行列である。なぜならば，v⃗jは正規直交基底
を成しており，2つの制限 (6.2.19)を満たす 5つの複素関数 χiで記述されているからである。
最後に，v⃗iをターゲット空間の局所座標である複素スカラー場を用いて記述する。そのスカ
ラー場は，(u1, u2, u3) = (χ2/χ1, χ3/χ1, χ5/χ4)と導入することができる。そのとき，残りの自
由度を記述するパラメータは ϑα = arg (χα)となる。ただし，α = 1, 4である。これらの場を
用いると，SU(3)行列 (6.2.20)はW =

(
ZAe

iϑ1 , ZBe
iϑ4 , ZCe

−i(ϑ1+ϑ4)
)
と書くことができる。こ

こで，

ZA =
1√
∆1

 1

u1
u2

 ,

ZB =
1√

∆1∆2

 −u∗1 − u∗2u3
1− u1u

∗
2u3 + |u2|2

−u∗1u2 + u3 + u3|u1|2

 ,

ZC =
1√
∆2

 u∗1u
∗
3 − u∗2
−u∗3
1


(6.2.21)

1もし，χ1 = χ4 = 1とすれば，(6.2.17)は前章までで用いた行列と一致する。
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である。ただし，

∆1 = 1 + |u1|2 + |u2|2 , ∆2 = 1 + |u3|2 + |u1u3 − u2|2 (6.2.22)

である。これらの 3つベクトル (6.2.21)は，前章までで用いていた複素ベクトルと完全に一致
していることに注意する。
上記のように，Hopf不変量を記述するために8自由度を持つSU(3)行列が必要であった。しか
しながら，ϑ1とϑ4は，エネルギーやEuler-Lagrange方程式の計算を複雑にするにもかかわらず，
打ち消し合いが起こり最終的には消去されてしまう。そのため，エネルギーや Euler-Lagrange
方程式には，ラグランジアンの持つ局所対称性を利用して，W の位相因子を消去した行列を用
いることが便利である。すなわち，次の行列である：

U = (ZA, ZB, ZC) (6.2.23)

実際，UはW を用いてU = W exp [iΘaha]と書ける。ここで，Θ1 = −ϑ1−ϑ4√
2
，Θ2 = −

√
3(ϑ1+ϑ4)√

2

である。exp [iΘaha] ∈ U(1)2 より，局所的な U(1)2 対称性から，明らかにラグランジアンは
L [na] = L [ma]を満たしていることがわかる。ここで，ma = UhaU

†と定義した。
エネルギーやKähler形式も U または平坦接続 U †∂µU の非対角カレントで記述できることを
示す。そのために，ここでも平坦接続を Cartan-Wyle基底を用いて展開する：

U †∂µU = iAaµha + iJpµep (6.2.24)

U はW の局所変換によって得られるので，カレントの変換式 (6.2.7)から

Aaµ = Ca
µ + ∂µΘ

a, Jpµ = Kp
µe

−iαp
aΘ

a

(6.2.25)

と書けることがわかる。K−p
µ = (Kp

µ)
∗であることに注意すると，式 (6.2.11)の中のKp

i は Jpi に
置き換えることができる。すなわち，エネルギーは次のようにも書くことができる：

E =

∫
d3x

3∑
q=1

[
Jqi J

−q
i − 1

4

(
Jq[iJ

−q
j] − Jq+1

[i J
−(q+1)
j]

)2]
(6.2.26)

同様にして，Kirillov-Kostant形式やKähler形式，skew torsionも Jp = Jpµdx
µを用いて次のよう

に書くことができる：

F a = −2i
3∑
p=1

αpaJ
p ∧ J−p, (6.2.27)

λ =
i

2π

3∑
p=1

BpJ
p ∧ J−p, (6.2.28)

T =
1

2π

3∑
p=1

Bp

(
J1 ∧ J2 ∧ J3 + J−1 ∧ J−2 ∧ J−3

)
(6.2.29)

これ以降，Hopf不変量の計算を除いて，U をW の代わりに用いることにする。
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6.3 運動方程式とHopfion解
まずは，場に対してどんな仮定も置かずに，Euler-Lagrange方程式を導出する。その後，torsion-

free条件 (6.2.16)を満たす配位を考え，Euler-Lagrange方程式の解を探索する。この節でのほと
んどの計算は，前章で行ったものと本質的に同じであるため，計算の細かな説明は行わないこ
ととする。
一般の Euler-Lagrange方程式は，大域的 SU(3)対称性に基づく Noetherカレント Jµの保存
則，すなわち ∂µJ µ = 0で与えられる。このカレントは次のように与えられる：

Jµ =
2∑

a=1

(
[ma, ∂µma]− i

2∑
b=1

F a
µν [ma, [mb, ∂

νmb]]

)
(6.3.1)

ここで，簡単のために，naではなく，ma = UhaU
†を用いていることに注意する。Noetherカ

レントをJµ = UBµU †と分解すると，方程式は

∂µBµ +
[
U †∂µU,Bµ

]
= 0 (6.3.2)

と書くことができる。ここで，Bµは次のような行列である：

Bµ = i
∑
p

(
Kp
µ − i

2∑
a=1

αpaF
a
µνK

pν

)
ep (6.3.3)

記述を簡略化するために，テンソルRp
µ =

∑
a α

p
aA

a
µとGp

µν =
∑

a α
p
aF

a
µνを導入する。このとき，

方程式 (6.3.2)を

∂µ
(
Jqµ − iGq

µνJ
qν
)

+ iRqµ
(
Jqµ − iGq

µνJ
qν
)
+GqµνJ−q−1

µ J−q+1
ν = 0, ∀q ≡ 1, 2, 3 mod 3

(6.3.4)

とその複素共役として書き下すことができる。
もっとも直接的にHopfionの存在を確かめる方法は，場 uiに軸対称性などの対称性を持った

ansatzを課し，方程式 (6.3.4)を数値的に解くことであろう。しかし，CP 1 Skyrme-Faddeev模型
の場合でさえ，方程式が複雑すぎるため，この方法は回避されている [50, 15]。方程式 (6.3.4)
は，CP 1 Skyrme-Faddeev模型のEuler-Lagrange方程式よりもはるかに複雑であるので，ここで
も ansatzを課して方程式を数値的に解くことは現実的ではないと思われる。
CP 1 Skyrme-Faddeev模型の場合には，方程式を解くのではなく，モンテカルロ法によってエ
ネルギー汎関数を極小値にする配位を探索する方法が採用されている。ただし，CP 1 Skyrme-
Faddeev模型は 1つの複素スカラー場で記述されるにもかかわらず，適切な解を得るには十
分大きな数値計算領域が要求されるため，スーパーコンピュータを用いた計算が必要であった
[48, 51]。いま考えているF2 Skyrme-Faddeev模型は複素スカラー場 3つで記述されており，CP 1

Skyrme-Faddeev模型との比較から，この方法でも解を得るのは相当困難であると予想される。
そこで，我々は異なる方法を用いてHopfionの存在を確認する。すなわち，torsion free条件
を満たす配位を考えることで，Euler-Lagrange方程式 (6.3.4)を簡略化し，それを解くという方
法である。そのとき我々は，torsion free条件を満たす配位として，F2多様体に単純に埋め込ま
れたCP 1部分多様体への写像と，トポロジカルには S2と等価である非自明なKähler部分多様
体への写像の 2種類の写像に対応する配位を考える。
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6.3.1 単純な埋め込み解

まず，単純に埋め込まれた配位から考えていく。そのような配位は，3つの複素スカラー場の
うち 2つをゼロと置けば得られる。模型の対称性により，一般性を失うことなく，u1 = u3 = 0

とすることができる。また，便宜上 u2 = uと書く。そのとき，複素ベクトル Zaは次のように
書くことができる：

ZA =
1√
∆

 1

0

u

 , ZB =

 0

1

0

 , ZC =
1√
∆

 −u∗

0

1

 (6.3.5)

ただし，∆ = 1 + |u|2。このとき，カレント Jpµは

J1
µ = J3

µ = 0, J2
µ =

i

∆
∂µu (6.3.6)

で与えられる。したがって，skew torsion T は明らかにゼロとなる。
式 (6.3.6)を方程式 (6.3.4)に代入すると，q ≡ 1と 3に対する方程式は自動的に満たされる。
さらに，q ≡ 2に対する方程式は

∂µ [∂µu− iGµν∂
νu] + (iRµ − ∂µ log∆) (∂µu− iGµν∂νu) = 0 (6.3.7)

と簡略化される。ここで便宜上，次のように定義されるRµとGµνを導入した：

Rµ ≡ i

∆
(u∗∂µu− u∂µu

∗) , (6.3.8)

Gµν ≡ − 2i

∆2
(∂µu∂νu

∗ − ∂µu
∗∂νu) (6.3.9)

またこのとき，静的なエネルギーは

Etri =

∫
d3x

(
∂iu∂iu

∗

∆2
− (∂iu∂ju

∗ − ∂iu
∗∂ju)

2

2∆4

)
(6.3.10)

となる。この方程式 (6.3.7)とエネルギー (6.3.10)は，CP 1 Skyrme-Faddeev模型のものと厳密に
一致している。したがって，CP 1 Skyrme-Faddeev模型において，すでに見つかっているすべて
の解が，F2 Skyrme-Faddeev模型の解になっていることが示された。
続いてHopf不変量を計算する。まず，式 (6.3.5)をSU(3)行列Wに代入し，Z0 = eiϑ1/

√
∆, Z1 =

ueiϑ1/
√
∆と定義する。ただし，ϑ4 = 0とする。このとき，

A = iZ⃗†dZ⃗, Z⃗ =

(
Z0

Z1

)
(6.3.11)

と定義すると，

C1 = − 1√
2
A, C2 =

√
3

2
A (6.3.12)
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と書ける。さらに，K1 ∝ J1 = 0より，Γ = 0である。したがって，単純な埋め込である配位
のもつ F2のHopf不変量 (6.2.12)は，

Htri =
1

4π2

∫
A ∧ dA (6.3.13)

となる。すなわち，CP 1のHopf不変量 (6.1.3)と等しくなる。
以上で見た一致は，(6.3.5)が単純な埋め込みであることに起因すると考えられる。次では，

torsion free条件を満たすが単純な埋め込みではない配位を考え，Euler-Lagrange方程式やその
配位のもつエネルギーとHopf不変量について議論する。

6.3.2 非自明なCP 1 reduction

単純に埋め込まれた配位 (6.3.5)は，J±1
µ = J±3

µ = 0，つまり 2つの Jpµのペアをゼロとする。
ここでは，この条件をゆるめて，1つのペアだけがゼロとなる場合，すなわち J±2

µ = 0で J±1
µ

と J±3
µ が有限である配位を考える。このとき，J

±2
µ = 0より，torsion-free条件 (6.2.16)は明ら

かに満たされる。ここで，ゼロとするペアの選び方に結果はよらないことに注意する。それは，
もし違うペアを選んでも，複素ベクトル Zaの定義を組み替えることで同じ結果が得られるか
らである。
条件 J±2

µ = 0は，次の条件と等価である：

u3∂µu1 − ∂µu2 = 0, µ = 0, 1, 2, 3 (6.3.14)

この条件は，u2 = g(u1)と u3 = g′(u1)と置くと満たすことができる。ここで，′は u1での微分
を表している。以下では，この配位を考えていく。ただし，場の一価性を満たすため，g(u1)は
u1の多項式であるとする。しかし，このように置くと未知関数は u1と gの 2つとなり，Euler-
Lagrange方程式 (6.3.4)は 3本の連立方程式であるため，過剰決定系となってしまう。そのため，
(6.3.4)の q ≡ 1と q ≡ 3に対応する方程式が比例する条件を考え，独立な方程式の本数を減ら
す。ここで，q ≡ 2に対応する方程式は J2

k = 0により多くの項が消えるため，特別視する。そ
の 2つの方程式が比例するには，少なくとも∆1/∆2が定数でなければならない。∆1 = ∆2の
場合，g(u1) =

∑
n anu

nとして，∆1と∆2の中にある u1の次数を比較すると，

g(u1) =
1

2
u21e

iφ (6.3.15)

と得られる。ただし，φは任意の実数である。便宜上 u1 =
√
2u, φ = πと選ぶと，

u2 = −u2, u3 = −u1 = −
√
2u (6.3.16)

と得られる。この配位は，複素スカラー場 1つで記述できるため，ここではこれを非自明なCP 1

reductionと呼ぶ。このとき，複素ベクトルは

ZA =
1

∆

 1√
2u

−u2

 ZB =
1

∆

 −
√
2u∗

1− |u|2

−
√
2u

 , ZC =
1

∆

 −u∗2√
2u∗

1

 (6.3.17)
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と書ける。この 3つのベクトルは Bäcklund変換で関係付いている。すなわち，

ZB =
P+ZA

|P+ZA|
, ZC =

P+ZB

|P+ZB|
(6.3.18)

と書ける。ここで，P+Za = ∂uZa−
(
Z†
a∂uZa

)
Zaとする。同様の関係は，F2非線型シグマ模型に

おける埋め込みでないインスタントン解に対する複素ベクトルの間にも存在している [63, 26]。
カレント Jpµは次のように得られる：

J1
µ =

√
2i

∆
∂µu

∗, J2
µ = 0, J3

µ = −
√
2i

∆
∂µu

∗ (6.3.19)

このカレント (6.3.19)を Euler-Lagrange方程式 (6.3.4)に代入すると q ≡ 2が自動的に満たされ
ることがわかる。それに加え，(6.3.19)の下では，R1

µ = R3
µ = −RµとG1

µν = G3
µν = −Gµνが成

り立つ。この関係から，方程式 (6.3.4)の q ≡ 1と 3に対応するものは，RµとGµνが実であるこ
とに注意すると，単純に埋め込まれた配位に対する方程式 (6.3.7)の複素共役へと帰着すること
が簡単に確かめられる。したがって，非自明な CP 1 reductionである配位 (6.3.17)に対しても，
CP 1 Skyrme-Faddeev模型におけるHopfion解を記述する場 uがEuler-Lagrange方程式の解を与
える。

2つのクラスの配位 (6.3.5)と (6.3.17)に対する Euler-Lagrange方程式は完全に一致する。一
方で，エネルギーは比例関係にある。すなわち，次のような関係がある：

Enontri[u] = 4Etri[u] (6.3.20)

同様に，u = Z1/Z0, e
iϑ1 = Z2

0/|Z0|2と定義し，ϑ4 = 0とするとC1 = −
√
2A, C2 =

√
6Aであ

るため，Hopf不変量は

Hnontri = 4Htri =
1

π2

∫
A ∧ dA (6.3.21)

と得られる。ここで，K±2 ∝ J±2 = 0より Γ = 0であることを用いた。
これらの関係 (6.3.20),(6.3.21)から，非自明なCP 1 reductionおけるHnontri = 4nをもつHopfion
は, 単純に埋め込まれた配位におけるHtri = nを持った 4つの Hopfionが，結合エネルギーゼ
ロで重なり合っている状態と解釈できるだろう。このような状態は SU(N) Skyrme模型におい
ても現れることが報告されている [81]。ただし，結合エネルギーがゼロであることは，4つの
Hopfion間に働く相互作用がちょうどつりあっていることを意味しているだけであり，相互作
用が全くないわけではない。なぜならば，方程式 (6.3.7)の解はBPS解ではないからである。し
たがって，エネルギーを変化させることなく，1つのHopfionを引き離すことはできないと考え
られる。

6.4 Hopfionの集団座標量子化
前節では，2つのクラスの配位に対する Euler-Lagrange方程式が同じ関数 uで解かれること
がわかった。そして，2つのクラスの配位がもつエネルギーやHopf不変量は比例しており，両
者は等価ではないが，とても似た性質を持っているように見える。



107

この節では，2つの配位が量子的にはより明確に異なる性質を持っていることを示す。量子
的な性質を議論するために，ゼロモードの集団座標量子化という手法を用いる。集団座標量子
化とは，まず模型の持つ大局的対称性に基づいた断熱的な回転を考え，その回転の角運動量を
演算子に置き換える。そして，その角運動量演算子を含んだハミルトニアンの固有値を求める
ことで，ソリトンの量子的な質量スペクトルを計算するというものである。
ラグランジアン密度 (6.2.2)のもつ大局的なSU(3)対称性に基づいて，次のような断熱的な時
間依存する変換を考える：

ma(x⃗) → ma(t, x⃗) = β(t)ma(x⃗)β
†(t) (6.4.1)

ここで，β(t) ∈ SU(3)とする。このとき，ラグランジアンは

L = −Ecl +
r20
4

∫
d3x

[
Tr
([
β†β̇,ma

] [
β†β̇,ma

])
+ 2F a

0iF
a
0i

]
(6.4.2)

と書ける。ここで，EclはHopfionの古典的なエネルギーである。また，β̇ = dβ/dtと定義し，

F a
0j = − i

2
Tr
(
ma

[[
β†β̇,mb

]
, ∂jmb

])
(6.4.3)

である。r0は長さのスケールで r0 = (Me)−1である。
式 (6.4.2)の積分を有限に保つためには，β†β̇とmaが空間の無限遠で互いに可換でなければ
いけない。場ma(x⃗)は無限遠において，su(3)のCartan部分代数である u(1)× u(1)に属する定
数行列になるため，β†β̇も u(1)× u(1)に値をとらなければならない。したがって，次のように
定義できる：

β†β̇ =
√
2i

(
ω1

2
h1 +

ω2√
3
h2

)
(6.4.4)

ここで，ωaはターゲット空間内の回転の角速度を表している。式 (6.4.4)の係数は，SU(3) Euler
角の定義 [82]と矛盾しないように決定した。
量子的なラグランジアン (6.4.2)は，ωT = (ω1, ω2)と定義すると，ωの 2次形式で書ける。つ
まり，

L = −Ecl +
1

2
ωTIω (6.4.5)

である。ここで，

I =

(
I11 I12
I12 I22

)
(6.4.6)

とした。慣性モーメントの具体形は，次のように得られる：
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•非自明なCP 1 reductionの場合

I11 = 2r20

∫
d3x

1

∆4

[(
10− 7|u|2 + 10|u|4

)
|u|2

+4
(
7− 13|u|2 + 7|u|4

)
(∂i log∆)2

]
I12 = −4r20

∫
d3x

1

∆4
(3−∆) (3− 2∆)

×
[
|u|2 + 4 (∂i log∆)2

]
I22 = 8r20

∫
d3x

1

∆4

[(
2 + |u|2 + 2|u|4

)
|u|2

+4
(
1− |u|2 + |u|4

)
(∂i log∆)2

]
.

(6.4.7)

•単純に埋め込まれたCP 1への写像の場合

I11 =
I12
2

=
I22
4

= 2r20

∫
d3x

|u|2 + (∂i log∆)2

∆2
(6.4.8)

正準運動量を

Pi ≡
∂L

∂ωi
= Iijωj, i, j = 1, 2 (6.4.9)

と定義する。ラグランジアン (6.4.2)の Legendre変換により，ハミルトニアンをH = ωiPi − L

と得る。非自明CP 1 reductionの場合には，ハミルトニアンが次のように得ることができる：

H = Ecl +
1

2

1

DetI
{
I22P

2
1 − 2I12P1P2 + I11P

2
2

}
(6.4.10)

ただし，角運動量演算子は，su(3)のCartan部分代数に基づくため，[P1, P2] = 0を満たすと仮
定した。このとき，演算子はすでに対角化されているため，ハミルトニアンを適切な波動関数
に作用させれば，Hopfionにそれぞれの運動量演算子の固有値，つまり 2つの量子数を持たせ
ることができる。
一方で，単純な埋め込みの場合は，1つの演算子しか定義することができない。なぜならば，

SU(3)行列 U は交換関係
[
U, h1 − 1√

3
h2

]
= 0を満たすため，[

β̇β,ma

]
=
i (ω1 + 2ω2)√

2
[h1,ma] (6.4.11)

となってしまうからである。この式は，単純な埋め込みであるHopfionのターゲット空間内で
の回転は，1つの軸の周りのみで起こることを意味する。実際，式 (6.4.9)より，

P1 =
P2

2
= I (ω1 + 2ω2) ≡ P (6.4.12)

を得る。ここで，簡単のために I11 = Iと書いた。そのため，ハミルトニアンは

H = Ecl +
P 2

2I
(6.4.13)

と得られる。したがって，(6.4.13)を適切な波動関数に作用させると，演算子 P の固有値を
Hopfionの持つ量子数と定義することができる。Hopfionが 1つだけ量子数をもつという結果は，
CP 1 Skyrme-Faddeev模型におけるHopfionの性質と一致している。



109

以上より，2つのクラスの Hopfionの量子的な性質は，少なくとも定性的には大きく異なる
ことがわかった。これは，両者の配位がもつ対称性の違いを反映したものだと考えられる。ま
た，少なくとも集団座標量子化の枠組みでは，単純な埋め込みであるHopfionは，量子的な性
質もCP 1 Skyrme-Faddeev模型におけるHopfionと同じであることが示された。

6.5 6章のまとめ
この章では，F2 Skyrme-Faddeev模型におけるHopfionについて議論した。F2 Skyrme-Faddeev
模型は，3+1次元時空上のF2非線型シグマ模型にSkyrme項を加えた模型であり，CP 1 Skyrme-
Faddeev模型の対称性をSU(3)へ拡張した模型である。したがって，この模型のHopfionは，グ
ルーボールを記述する有力な候補となっている。
我々は，前章までの得られた結果から，この模型においても，ソリトン解は torsion free条件
を満たすと予想し，その仮説に基づいて torsion free条件を満たす 2種類の配位を ansatzとして
採用した。その 2種類とは，単純に埋め込まれたCP 1部分多様体への写像と，非自明なKähler
部分多様体への写像に対応する配位である。非自明なKähler部分多様体への写像に対応する配
位は，Bäcklund変換によっても構成することが可能であった。2種類の配位とも，1つの複素
スカラー場で記述され，そのスカラー場に対するEuler-Lagrange方程式はCP 1 Skyrme-Faddeev
模型のものと一致した。したがって，CP 1 Skyrme-Faddeev模型で得られたHopfion解の配位を
用いて，F2 Skyrme-Faddeev模型におけるHopfion解を記述できることがわかった。それら 2種
類の配位に対して，集団座標量子化の方法を用いて，量子的な性質を調べた。古典的には，2種
類の配位はとても似た性質をもっているように見えるが，量子的には大きく異なっていた。す
なわち，単純な埋め込みの配位は，量子数を 1つしか持つことができないが，非自明なKähler
部分多様体への写像に対応する配位は 2種類の量子数を持つことができた。この性質は，両者
の持つ対称性の違いに起因していると考えられる。
今後の課題としては，本研究で得られたHopfion解を用いた，グルーボールの質量スペクト
ルの計算があげられるだろう。そのために，Hopfionが持つことができる量子数の物理的な意
味を明らかにし，グルーボールのもつ量子数と対応をつけることが必要である。また，解の安
定性や動力学的な性質を明らかにすることも，グルーボールの性質を理解するために重要にな
るだろう。



まとめ

本論文では，SU(N)対称性をもつ非線型シグマ模型である，CPN−1非線型シグマ模型とFN−1

非線型シグマ模型におけるソリトン解について議論した。第 1章では，トポロジカルソリトン
がもつ基本的な性質と，SU(2)対称性をもっているO(3)非線型シグマ模型におけるソリトン
解の導入をした。2章では，CPN−1非線型シグマ模型において，これまで知られていたソリト
ン解についてのレビューを行った。それらのソリトン解は，すべてスケール不変性を持った解
であった。
第 3章では，CPN−1非線型シグマ模型にポテンシャルと Skyrme項を加えることで模型のス
ケール不変性を破り，スケール不変性を持たない解の構築を行った。スケール不変性を持つ解
は動的に不安定であり，実空間に現れるソリトンはスケール不変性を持たないため，スケール
不変性を持たない解の構築はソリトンの物理的応用のために重要である。解の（非）存在はポ
テンシャルの構造に強く依存していた。すなわち，ポテンシャルが，模型の局所対称性を保存
していなければ，解が存在しなかった。局所対称性の明示的な破れは，模型のターゲット空間
を変更してしまうため，ホモトピー群が非自明である写像が定義できなくなってしまうためだ
と考えられる。
FN−1非線型シグマ模型では，スケール不変性を持つ解でさえ，CP 1非線型シグマ模型の解
を単純に埋め込んだものしか知られていなかった。そのため第 4章では，FN−1非線型シグマ模
型における，より一般的な解の導出を行った。この模型のエネルギーの下限は，トポロジカル
な量だけで与えられていないため，従来のBPSの方法で我々が見出した解を導出することはで
きない。しかしながら，この解はエネルギーの下限を満たす条件に加え，torsion free条件とい
う条件を同時に満たせば得られることを明らかにした。この解は，模型がもつエネルギーの下
限を満たすにもかかわらず，その下限がトポロジカルなものではないため，鞍点解であった。
第 5章では，F2非線型シグマ模型において，ポテンシャルと Skyrme項を加えることで，ス
ケール不変性を持つ解の構築を行った。ポテンシャルは，第 3章で得た知見により，模型の対
称性を壊さないものを構成し，導入した。さらに，torsion free条件が，模型に含まれる相互作
用の性質ではなく，ターゲット空間の幾何学的な性質から現れる条件であることに着目し，ポ
テンシャルや Skyrme項を加えた模型においても，ソリトン解は torsion free条件を満たしてい
るという仮説を立てた。その仮説に基づき，torsion free条件を満たす 2種類の配位を考えた。2
種類とは，F2非線型シグマ模型における単純な埋め込み解と鞍点解に対応する配位である。そ
れらを ansatzとして用いることで，方程式が簡略化され，解の構築を行うことができた。
第 6章では，F2 Skyrme-Faddeev模型，すなわちF2非線型シグマ模型に Skyrme項を加えた模
型におけるHopfionの構築を行った。ここでも，torsion free条件を満たす 2種類の配位を ansatz
として採用した。それらの ansatzをEuler-Lagrange方程式に代入すると，CP 1 Skyrme-Faddeev
模型のEuler-Lagrange方程式に帰着した。CP 1 Skyrme-Faddeev模型におけるHopfion解はすで
に知られているので，我々は F2 Skyrme-Faddeev模型にも Hopfion解が存在することを示した
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といえる。また，集団座標量子化の手法を用いて，得られたHopfion解の量子的な性質を議論
した。単純な埋め込み解は量子数を 1つしか持つことができないが，F2非線型シグマ模型の鞍
点解に対応する配位は 2つの量子数を持つことが許される。量子数の数は，解の持つ局所変換
の自由度の数と一致している。したがって，2種類の配位とも同じ方程式に帰着し，古典的に
は似た性質を持っていると考えられるが，量子的な性質は，解のもつ対称性の違いに起因して，
はっきりと異なっていた。
CPN−1 非線型シグマ模型や FN−1 非線型シグマ模型は，SU(N) Heisenberg模型や SU(N)

Yang-Mills理論から導出できるため，本研究で構築されたソリトン解はSU(N)対称性をもつ磁
性相やQCDでの理解を深めることに貢献するだろう。特に，F2 Skyrme-Faddeev模型における
Hopfionを用いて，グルーボールの性質を明らかにすることに重要な役割を果たすだろう。ま
た，冷却原子を用いた実験において SU(N) Heisenberg模型で記述される系が実現したことか
ら，その有効模型におけるソリトンである，本論文で構築したソリトンが将来的に観測される
と期待される。さらに，本研究で得られたポテンシャルの構成法や torsion free条件などのソリ
トンの構築方法についての知見は，様々なソリトン模型に適応できると考えられる。最近では，
理論の摂動論から非摂動効果を理解するリサージェンス理論において，鞍点解が重要な役割を
果たすことが明らかになっており，torsion free条件やノントポロジカルなエネルギーの下限を
用いて鞍点解を統一的に構築する方法の確立は興味深い課題となるだろう。
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[39] S. Mühlbauer, B. Binz, F. Jonietz, C. Pfleiderer, A. Rosch, A. Neubauer, R. Georgii and P. Böni,
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