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Abstract．　ThiS　paper　presents　the　Set　6f　dl　classes．of　iltegril　representa－

tions　rationally　equivalent　to　a　certain　Z－representatinen　of・4n十1．
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§1＿htrodllction・

For　the　symmetric　gr6up　Sn＋10f　degree　n十1，

Fπ（（ゐ，‘十1））＝E為，ゐ＿1十2Eみ，為十E為，み＋1－1π，　　1≦た≦n

gives　a　Z－represe皿tation　of　deglee　n，　which　is　absolutely麺led皿c量ble　by

Young，s　Ieplesen施tion　theory．　Define　the　matriX　Un（司by

　　　　　　　n－1

Un（d）　一Σ（dE“＋（－1）n－‘＋’iE・n）＋Enn

　　　　　　　iニ1

f（）Iapositive加egel　4．　The　folloWing　resUlt　was　show皿by　M．Craig．

　　　THE・REM（CRA・G［1］）．魏・■‘＝U。（の一1F。U。（4）f・r　d　l　n＋1…

Z－‘ηeg題劫α「eπ毒Z－represen‘αε‘oπθρ∫5寡＋1，απ♂giveα」1　c1ω8e56ヴ輌π‘eg冗1

卿resentatio伽rationally　e璽％劫alent　to　Rn．

　　　By　the　way，　Fn　which　iS　regarded　as　a　representation　ef　the　alternating

9τoup　4＋10f　degree　n十1is　as　fo皿ows

　　　　　F7じ（（1，2，3））－ln＝－E1，1十E1，2十E1，3－E2，1－2E2，2－E2，3，

■7し（（1，2）（先，ゐ十1））－Ihニー2E1，1－E1，2－E為，為＿1－2E為，み一1｝み，み＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3≦‘≦π）．

It　is　well　know皿that，　al）ove　Fn　for　n≧3is　a皿absolutdy　irreducible

representatio皿．㎞thiS　papel，　we　Will　determine　the　set　of・all　classes　of

integral　representatio皿s　rationel皿y　eqUivalent　to　the　represe皿tatio皿　Fn　of

ん＋1．
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44 INTEGRAL　REPRESENTATIONS　OF　ALTERNATING　GROUP

§2．Preliminaries．

　　　Let　Gbeafi㎡tegxoupofordergandT：G－一→・GLn（Z）bea皿
absolutely諏educibleτep宝esentation　of　degleeπ．　Fol　U＝（Uij）∈GLn（Q），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　曇（h）＝u－1F（九）u，九∈G

is　a　Q－1epエesentation　of　G　which　iS　Q－equivale皿t　to　F．　We　may　clearly

s皿PPose　the％‘5　to　be　integers，　sudh　that　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　ヒ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G．ciD．（％‘輌）＝1．

We　wm　mak…use　of　the　fbnowhg　five　Ies皿lts　w］頃ch　are　due　to　Craig［1］．

　　　　LEMMA　2．1．　If蛍＝V－1FV　isαseeond　8低九？epアε5eπ垣‘oπ，斑π

曇，Ψ　are　Z・eguivalent　ifi　for　some　unimodular　W，　we　have　V＝・UW．

　　　Fbr　A∈」lfn（R），　we　denote　the‘一伍cohm且by　a‘and　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈A＞＝Za1十…・十Zan．　　　　　　．

The　action　of　G　as　a　group　of　linear　transfprmations　of　Rn　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　（九，X）一→F（ん）X，　＆）rん∈G，　X∈Rn．

　　　rEMMA　2．2．丑e　condition∫for　l　to　6eαZ－representation，‘5‘λα‘〈U＞

読ould　6eαG－submodule↓‘鋼ariant　sublattice／of〈L＞．　　　　　　　　　・

　　　COROLLAmr．　E璽旭劫alently，倭‘θintegral　iff　all　columns　q∫F（h）U在e

‘π〈U＞，Jbアαπ九∈Go，　where　Go　4επ0伽α廊e45ε‘（ザgeηεずα毒0”ノ’orα

（四qt‘5，緬‘郎♂of　testing　F（h）x∈〈u＞1bずαπ九∈GαπJ　x∈〈u＞，“輌5

eπ0噸克わe¢αm‘πe抗eaction　of　gene冗tors　for　G　upon　generators　for〈U＞．ノ

　　　LEMMA　2．3．　ij　e‘5αZ・representation，‘λ碗〈U＞九α5〈（9／π）L＞αθα

θ％6伍£‘‘ce．

　　　LEMMA　2．4．5題ρ，ose　m＝P：1．，．P：・is　the∫factorization　ofm＝9／n‘π

powersのe　distinct　pr‘meθ，αη」8e句‘＝m／P警・Then　the　G・invapt’ant　la垣ce8

〈u＞witみ〈L＞⊃〈u＞⊃〈mlh＞，　are　precisely　tゐε〈u＞＝］i［　1　9i〈u《〉，ωゐere　f・プ

eαCゐ輌，〈U《＞denoteαθ・‘π㊨頑απε肱伍ce　5％Cゐthat〈L＞⊃〈U．‘〉⊃〈プ‘1π〉，
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§3．A皿Classes　of血tegral　Representations　Rationnally　EqU　i▼alent　to　Fn・

In　this　s㏄tion　our　purpose　iS　to　establish：

　　THEOREM．　The　FξニU烏（の一1FπU外（の」6ずdln十1　are　Z一玩e璽題細α1επ‘

Z・ヂepresentat‘oη80ゲ∠4n＋1，απ♂9品e　4〃c1α5θe801f‘ntegralずeρ？e5eπ‘α‘‘oπ5

冗‘‘onally　e璽鵯⑫α’eπ‘‘o　Fπ．

　　　Our　proof　will　be　based　on　the　treatment　given　by　Craig［11．　The　integral

representations　Q－eqUivalent　to　Fn　w迅be　determined　by　fi皿（ling　tl［e　An＋1－

invariant　lattices〈Un＞⊃〈mln＞，　where　m＝（n十1）！／2n＝・P宝i…P3？・We．

first　detexmille　those〈Un＞⊃〈paln＞，　where　P　is　any　prime　a皿dα＞0・

Because〈Un＞＝〈UnW＞for　any　W∈GLn（Z），　we　tnay　assume　that　uii＞O

for　every　i，　and％‘」＝Ofor　i＞ゴ．　He皿ce　Un　can　be　expエesse《l　as

Un－
iUl一㌦：。）・

LEMMA　3．1． Un　（normalizedαθJe3C渤eJα60㊨εノみαθthe　property　that

z・i」≡0（mod　Unn）， 1≦i，ゴ≦n．

　　　Proof．　Cleally，　Fπ（（1，2）（先，k十1））Un　has　columns桓〈Un＞if　and　only

if（Fn（（1，2）（先，k十1））－L）Uπhas．　Theref（）le，　by　the　simple　calcUlation，

it　is　easiy　shown　tha杜he　stateme皿t　is　correct桓the　case　n＝3・SupPose

in（luctively，　that　every　Un＿1　has　above　ploperty．

　　　Inspectio皿of　Fπa』）ove，　shows　that　fbτ2≦み≦n－1，

】『n（（1，2）（k，k十1））
一（Fn－・（（’，28（k，k＋1））fl（1・2）（轡1）））・

Hence　fbl　2≦先≦n－1，　and　fbr　suitaもle　column　vectols　w（（1，2）（先，髭十1）），

　Fn（（1，2）（k，k十1））Un

：（Fn－1（（1・2）（k6‘＋1））U；一・ w（（1，2）（洗，‘十1@　　Unn））

j
・

Theref・・e，　if　F。（（1，2）（ゐ，為＋1））U。　h・・c・lumns桓〈U。〉，F。．・（（1，2）（為，　k＋

1））U；＿1has　columns　in〈U；＿1＞．　Thus，　theτe　exist　a皿AガinvaΣiant　lattiace

Un＿1　amd　a皿i皿tegerλsuch　that

u；＿’i＝λUn＿1・

By　the　inductive　hypothes鮪㍉we　obtain

（3．1） Uii　一＝　O（m・d　Un－・，。一・）， 1≦‘，」≦n－1．
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　　．Nexちthe’　，．n二｝－1－’Sh　¢olum血’of（Fti（（1，－2．）（ni．．n十1））．．てエリUπbelo皿gs　to

〈Un＞，　so　that　un＿1，n＿1≡0（mod　unn）．　Thus，　by（3．1），　we　get

（3．2）　　　　　　　　　　　零‘」≡0（mod　Unn），　　1≦‘，」≦n－1◆

Additio丑皿」㌧fbr　2≦ゐ≦n，　the　n－th　column　of（Fn（（1，2）（克，　k十1））－L）Uh

bd・皿gs　t・〈Un＞，　s・that・we・c・nclude　　　　　∨

（3．3）　　　　　　包み＿1；n十2％み，n十Uk＋1．h≡0（mod％砧）．

Le廿ing‘m皿thlough　the　vahes　2，3，＿，n　in　revers宇　oエdel，　we　obt血

（3・4）　．　ti・・≡0（mgd　Of・n），1≦’i≦九

He皿ce，　by（3．2）（3．4），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　％‘戸0（m・d％励），1≦i，ゴ≦n．

COROLLARY．　tThe　coeffcient　unn‘8　L

　　ExAMpLE．　We　sh』1　deteτmine司1　posibilities｛bτU3．　The　lattice〈U3＞

conta伍s　the　colllm皿s　of　the（F3（（1，2）（k，先十1））－13）U3，　fbl克＝2，3．

TheTefbτe，　we　obtaih

　　　　　　　　　　　　　　　〈U3＞＝〈U3（d）＞　for　dニ1，20r　4．

（We　remark　that．the　above　examplC　proves　the　Lem皿a　32　in　the　case

n＝3．）

　　　LEMMA　3．2．五ε‘〈U外＞6eαπAn＋1・‘姻頭αη‘1と混‘ce　cOη加‘旭π9〈palπ〉，

απ41et　G．C．D．（Uij）＝Lnen〈U鯵〉＝〈Un（ρb）＞for　some　6（α≧6≧0）

θ題c九疏α‘カbln十1．

　　　Pずoq声　　Previo皿sly，　the　case丑＝3　was　veτified．　SupPose　i皿ductively，

that　the・statement・iS・correct　With・n－1　in　place　of　n．

　　　（i）＄・pP。se　th・t、　p　dO・・n・t　di・id・n．　Th・・ef・i・〈U；．、＞rぽL．、〉，

wheエeα≧6≧0．　The　last　cOlumn（Fn（（1，2，3））－1肪．）Un　is　element　of

〈Un＞．　Thus，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2％1π十殼」2n≡≡0（lnod　pb）．

Hence，　by（3．3），　we　have

（3．5）　　％ゐ＿1，n十2％み，n十％み＋1，n≡0（mod　pb），　1≦k≦n－1．
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’By　induction　on　k，（3．5）9i▼es　．

（3．6） ％ゐ＋、，。≡（－1）施（克＋1）％、。（m・dpb），0≦先≦π一1．

1皿particnlar，

Un．、，n≡（－1）n’－2（n－1）u、n（m・d　pb），－

（3．7） 1≡（－1）n－lnUin（皿od　pl），

S。that，　we　have

（3．8） ％、。≡（－1）n－1（％。．、，。＋1）（m・dヵ6）．

Because〈Uち＞c・nt血s　the　last　c・lumn。f（F外（（1，2）（n，π＋1））－L）Un，

we　get％b（％鴨＿1．n十2）≡0（mod　p6）．　Multiplying　by（－1）n－in　and　using

（3．7），we　conclude　that　va＿1，π≡－2（mod　pb）．　Thus，　by（3．8），　we　obtain

（3．9）’ ％、ti≡（－1）n（m・d，6）．

Hence．，（3．6）and（3．9）imply〈Un＞＝〈Un（pb）〉．

　　　（・．）　SupPose　P　I　n．　By　the　inductive　hypothesis，

〈U；＿1＞＝ρ6－c〈Un＿1（幻り〉，

fbr　some　6，　c　wheleα≧6≧c≧0．　As　befbre（cf（3．7）），　we　obta桓that

（－1）π一1拠1外≡1（mod　p6－c）．　This　implies　G．C．D．（π，，b－c）＝1．Therefbxe，

ρln　shows　b＝c，　so　that（U二＿1＞＝〈Un＿1（，c）〉．1娩paxticular，　un＿1，π＿1＝

1，hence　we　may　assume％外＿1，外＝0．　Setting‘＝1i紅（3．5），　we　see　2％1n十

u2n≡0（modρc）．The　last　column　of（Fπ（（1，2）（π一1，π））－1π）Uπbelg興gs

to〈Un＞．　This　implies

（3．10） u。－2，n＋1≡0（m・d〆）．

Additionally，〈Un＞contains　the　n－1－th　colllmn　of（Fn（（1，2）（n，n十1））一　『

L）Un，　that・is－e。，　S・that，　we・find

（3．11） Un－2，。≡0（m・dpつ．

Hence，（3．10）and（3．11）give　that　1≡0（mod　pc）．　This　shows　that

〈Un＞＝〈L＞．

　　　LEMM▲3．3．　Let〈Un＞be‘πψα痴πεo秒ep〈mln＞，切ゐe陀G．　C．D．（鰯）＝1

・and　m＝（n十1）！／2n．　nen〈Un＞＝〈Un（の＞for　80me　d≧18包cゐ‘ゐat

dln＋L

　　・ProOf．　See（Claig［1D．
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　　　　CORO肌Amr．　Every〈Un（d）〉∫b，　wゐ輌cゐdln十1‘8‘n4ee白励α丙⑰9

0ver〈m】［，i＞．

　　　ProOf．　Straightforwar《1．

　　　LEMM▲3．4．　5鵬ρρoθε，ノb7・divis　ot・θdl，d2ρ∫夕z十1，毒ゐe　7qp外e8eη毒α‘‘oπθ

Fえ1，F‘2α7・e　Z・eg包ivalent．　The帖dl＝d2・

　　　Proof．　See（Cmig【1D．

　　　This　c・mpletes　the　p・・of　onhe　the・τem・
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