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ABsTRAcT．　Let　G　be　a　finite　multigraph　withoUt　loops．　A　sψset　S　of

γ（G）’is　calledアーsparse　if　the　number　of　edges　joining　vertices　in　S’is　at

most　r・（ISI－1）．　Nash－Williams　proved　that　E（G）can　be　decomposed

into　r　f（）rests．if　and　only　if　every　nonempty　subset　of　V（G）is　r－sparse．　In

this　paper，　we　give　a　simple　proof　of　this　result．

んMS　1991　Mathematics　8μbフec£Classification．　Primary　O5C70，05CO5．

κ輌御d・α吟んt・e・・：Fi「iit・g・aph・，　fa・t・・iZ・ti・n・’f・・e・t・SL’

　　In　this　paper，　we　cgnsider　finite　undirected　graphs　that　may　coptain

parallel　edges，　but　no　loops．　That　is，　a　graph　G＝』 iV（G），E（G），gρG）

consists　of　the　vertex　set　V（G），　the　edge　set　E（G），　and　the　mapψG　from

E（G）t・（〃菅）），wh・・e（γ『））d・n・t・・th・・et・f・ll　th・un・・d・・ed　p・i・s

of　vertices．　Fbr　a　vertex　x，・Nc（x）denotes　the　set　Of　vertices　adj　acent　to

x・and　EG（x）denotes、the　set　of　edges　incident　to¢，　i・e・，

EG（x）：＝｛e∈E（G）lx∈ψG（e）｝，

and　dG（x）：・＝lEG　（x）l　is　the　degree　of　x　in　G．　The　minimum　degreeδ（G）

is　defined　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（G）：＝min｛dG（x）lx∈V（G）｝．

For　tyvo　vertices　x　and　y，、［x，　y］c　denotes　the　set　of　edges　joining　x　and　y，

i．e．；

　　　　　　　　　　　　　　　［x，Y］Gニ｛e∈E（G）190G（e）＝｛x，y｝｝．

F（）rasubset　S　of　V（G），〈S＞G　denotes　the　subgraph　induced　by　S．　That
i
s
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈S＞G：＝（S，EG（S），ψIEG（S）），
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122 ARBORICITY　OF　A　GRAPH

where　EG（s）：＝｛e∈E（G）1gc（e）⊆S｝．　Similarly，　fbr　a　subset　F　of

E（G），

　　　ご・一・　勉　・・〈F－＞c：＝tt（v（θ），F，　galF）1．．Σ1　・

Adec・mp・，i碗∴：ジ「∫’・　’；・；」　・「t　ニミ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（G）＝FIUF2u…uFr

is　called　a　forest　decomposition　of　G　if〈Fi＞G　is『afbrest　fbr　1≦i≦r．　The

αrboη’c吻of　G，　denoted　byα（G），　is　the　minimum　number　of　fbrests　that

decompose　E（G）．　R）r　disjOint　subsets　31，…；’Sm（m≧2），

　　　　　　．Eご（51ピ∵，sri）・一｛・∈E（G）罐誌｜’当‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　”　　－E・（SiU…us－）－UEr（Si）．一．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

i・e・，the　set　of　edges　joining　yertices　in．　different　sis、　A　subset　50fγ（G）

is　called　r－spαrse　if　lEG（s）1≦r・（131－1），　and　if　the　equality　holds，　S

is　called　r－critical．　R）r　a　real　number　z，「zl　denotes　the　least　integer　not

less　than　z．

。，e霊ttC呼dN誌剛’｝lam6’［2］’・d・pe典七iyP「・Ved　th・1　f°11・滅h÷．

Th・6麺・．　A蜘’G・0云・鋤・・e4ge醐O」・坤・・，」・9麺∫f・・d

・・！y　if　　、、　∵　．、
　　　　　　　　　　　　　　　　　1EG（Sl，…　，Sm）1≧（‘m－1）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m．　’　　・　　　　、　　　　・　　　’
f・r　any　partiti・n　V（G）＝US，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　Using　Theorem　1，　Nash－Williams［3｝伽ved　the．fbllowing　theorem．

Th；6r。m　2∴宜。。。b。。i。ity。f。gr。ph　G逗・mO、ε。ff。。ど頑∫f。。。、y

nonempty　subset　ofγ（G）’js　r－Sparse，．，i・e・，　　　　　　　．

’ゴ

@d（G一｛［1慧11ESIξ1：（9）｝∵∵

　　In　this　paper，　we　give　a　simple　self－contained　proof　of　Theorem　2．
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F・・．・・uもr・・8・f・V（G），1・・…b・an・w…t・xn・…砲i・・dmy（G）・

and　let　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、・　＼　　．『1．

　　　　　　　　　　　γ’・一（v（G）－8）u｛；・｝，：三’，1『．1∵望，．、．

　　　　　　　　　　　E’・＝E（G）－EG（s），

　　　　　　　　　9’（・）・一｛瀦）－5）U｛VS｝　ぽ島㍗，

霊聯〔blG／S；i酋heピP噸解
L。mma　3．　S卿、e・h。t。v。ry。。。。Wご，酋16fa卿h“6　il。二命酋

and　t血at　S　is　an　r－critical・s・bset・fγ（G）・．　The皿eve・y　n・nem防subse古

of　V（G／5）is・r－sparse．

Pm・f．　L・・Tb・an・n・m，・y・ub・e・・fC／5：if・。・鉱’七h・n”EG／。（τ）一

瓢嶽c霊spa「se’lf，”S∈T，the”　EGIs・（T）　＝　EG（（T－｛Vs｝）U

　　　　　　　　lEG／s（T）1≦r・（1（T－｛Vs｝）uSl　－1）一・・（iSl－1）　』…．

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝r・（ITI　1）．ロ　　・

Pm・f・f　Th…em　2・S・pP・・e．，＿．、．・．る 黶E’
D，

轣D．．．・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　孕（G）一馴・．・二u与，・．．

is　a　fbrest　decomposition，　and　3　a　nonempty睾ubset　ofγ（G　t）．　Let

　　　　　　　　　　　　　　、…．・、司．：＝民∩β・（s）∵，、、・．－

Then（5，　F；）is　a　fbrest，　and　so　IFI　I≦ISI－1：．Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　ア　　ロ　　，　　　　　　　　　　　　　　’t　
　　　　　　　　　　　　　　　　　‘・1．E・（5）1ヨiu昇「二

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i＝ゴ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㍉≦r…％18ト1）・・．…　　．．・・，．’…・ll’

In　the　test　of　the　proof，　we．dSsume　thai　every．，　hbnempty　subset　of　V（G）

is　r－sparse，　and　prove　thatα（c）≦rt．We　u＄e　i頑uction　on　lV（G）1．　The
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conchision：iS　Obvious・if　lγ（G）1ニ10r　lγ（G）1’＝2．宜edce　We・　may　assuine

that　lγ（G）1≧3．

α・仇1．1剛Gl≦・f・・any｛x，　y｝∈（vピ））．、

Pm（’f，　Let　5：＝｛x，　y｝．　Then

　　　　　　　　　　　　　lEG（s）1＝1［¢，　y］G卜≦ア↓（IS卜1）＝r，

since　5　is　r－sparse．　□

αα仇2．We　may　asSume　that　dG（x＞＞r　for　all　x∈γ（G）．　　　，

P7り（～f，　Suppose　EG（¢）三｛ε1，…　，e8｝，’8≦ア．　Let　H：＝〈V（G）一｛x｝＞G．

Since　every　nonempty　subset　ofγ（H）is　r－sparse，　E（H）can　be　decom－

posed　into　r　fbrests　by　induction．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（H）＝Fl　u…UFr

be　4　forest　decomposition．　Define．

　　　　　　　　　　　　　　　FI・一｛：U｛e‘｝1≡慧・1

Then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（G）＝F｛U．・、・・U耳

is　a　forest　decomposition　of　E（G）．口

ααim　3．δ（G）＜2r．

Proqf．　Since　V（G）itself　is　r－sparse，

IE（G）1≦r・（lv（G）1－1）．

On　the　other「hand，

IE（G）1－iΣdG（x）≧16（G）・lv（G）1・

　　　　　　　　x∈v．（σ）

Hence
　　　　　　　　　　　　　　δ（G）≦2「（1隅1－1）＜2・・－D

Choose　any　vertex　x　of　degree　less　tha皿2r，　and　let

Nc（x）．ニ｛y1が・・，yt｝，

Ec（x）＝｛e1，…，e。＋。｝，
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where　r十s＝dG（x）．

Claim　4．　We　m可assume　thatψ（ei）．．≠ψ（er＋i）　for　1≦i≦s．

Proof．　We　arra　nge　the　edges’inciderlt　to　x　as

［x，Y1］G〒．｛e1，…，eゴ1｝，

［X，・Y2］．G＝｛eゴ、＋・，…，e」、｝，

・
．
．

［x，　Yε］G＝｛・ゴ、．、＋・，…、，e」」，

・
・
．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［X，yt］G＝｛eゴt＿1＋1，…　，eゴt｝．

Thenあ一あ＿1≦r　by　Claim　1．　This　implies　the　conclusion　of　Claim　4．口

｛エ，ψ（ei）｝，　and

where

1．etψ（e∂be　the　end　vertex　of．　ei　p庫er　than．¢，　that　is，1ρG（e∂＝

qi（e）：＝

G，：＝（v（G），E（G），（Pi），

9c（e）

qi＿1（e）

｛ψ（ei），ψ（er＋り｝

if　i＝0

ifi＞04nd　e≠ei

if　e＝ei．

That　is，　Go＝Gand　Gi　is　obtained　from（Di＿i　by　removihg　the　edge　ei

and　adding　an　edge　joiningψ（e∂andψ（eア＋∂．

0α3e　1．　Every　nonempty　subset　of　V（Gs）is　r－sparse．

　　In　this　Case，1et　S：＝τノP（G）一｛x｝．　　　．

0α8e　2．　Every　nonempty　subset　of　V（Gi）is　r－sparse，　but　a　honempty

subset　S　of　V（Gi＋1）is　not　r－sparse　fbr　some　i≦8－1．

　　In　this　case，　S　is　r－critical　in　Gi，　because　5’is　not　r－sparse　i丘G乞十1　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lEG，＋1（S）1≦iEGi（S）1十1．

If　x　is　contained　in　S，　then　IEG，＋、（S）1＝IEG（S）トThis　contradicts　the

assumption．　Hence　x　is　not　contained　ill　S．・By　renumbering　the　edges

incident　to　x，　if　necesSaryうwe　may　assume　that　gi（eゴ）is　contained　in　S

for　1≦ゴ≦i．

　　In　case　1，　let　i’：ニ8．　Then　in　either　case，　every　nonempty　subset　of

G元／S　is　r－sparce．　Also，　every　nonempty　subset’　of〈S＞Gi　is　r－spa’rse．　Hence

both　E（〈S＞Gi）and　E（Gi／S）can　be　decomposed　into・rforests．　Let

E（〈s＞Gi）＝Fl　U・・∴UFr



126 ARBORICITY．　C岨．fA　，GRAPH

be　a　fbrest　decomposition　of〈3＞Gi．　We．1nay　assume　that．　　　　・，：ビ：・

　　　　　　　　　　　‥鳥∩｛e1，’”　，．　ei｝，≠鑓ご19≦亘、．∵．｝　’

and
　　　　　　　　　　　　　　　Fp∩｛・1，・∴，・・｝、一輌庇くP．≦・・

By　renumbering　the　edges，　we　may　lassume　that　ep∈」Fp　fbr　1≦p≦肱

Let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（Gi／5）＝F｛u…u耳

b・af・・e・t　dec・mp・・iti・n　6f　G／5．’N・t6　th・t・。＋ゴ’ i1≦ゴ≦・）・・e　p・・all・1

edges　joining　x　and　vs　in（；i／S．　Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　l司．∩｛・・＋・，…・・，・・＋・｝1・≦1‘1

伝1≦－元・≦rt．・S・；We鱒：…um・・th・t・？．」∈・湾（1≦ゴ≦・）・’L・七

可’・－F」∪隅㊤・，1≦ゴ≦．ア・The・罵’二6砲・e・t　i・Gi・F・・th・・m・・e・弓’

（u＜ゴ≦r）拍afbrest’in（｝，　becauSe　it　contaihs’no　ep”（1≦ρ≦り・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』Suppose

罵’（1≦ゴ≦・）・・nt・i・・昇Cy¢1・伽ρ，一・b・t…y・1・・．i・G・・Th・n．

Cpasses　through　eq．　In’ q1弓’畠二｛eq｝＞GQ＿、．，　x　ahdψ（eq）are　in　the　same

component，　andψ（eq）andψ（er＋q）are　in　different　cQ．mponents．　Note・that

thi・i・p・・ti・ul・・impli・s．．e，41　．e　F；，　and　h…6¢〉ぴ・Th・・（司’一｛・・｝）U

｛eq＋ア｝and（Fl’二｛e●巨｝）U｛碗｝are　f｛）rests　’in　Gqii・：COntihuing　this　wayl

w・m・y．as・um・th・t可！：・is；，a．・fct・・tl　i・G，’by・i・t・・ehangi・g　th…1…f・・

and　Cρ＋r，：if　n《｝cecsa‡y，丘～r　s～）畢ρ、＠．！頑thμ＜P，≦’i・・．・　・　＿　　、　』

　　This　completes　the　proof：gf　Theo埠m　2．．．□三1，、．．：i、　、．一レ．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝’－；一’＾　一；．　．；．き　「－7．　’．∵．：・．t」．．　「‘‘、i　’「・『・

　　We　can　prove　Theorem　l　using　Thegrem、’2．　So，　thiS　gives　a　simple

sel£Cgptained　prOof　Qf・Theorem・1　・．．・、ヒ　．・　　　　、・・：・・．　，・　　．　一　．’　・

　　　　　　　　　　　　　　　　1…㌧’　∵・∵．．』一．．．．．．．・’．・・、＝．噛　、｛－・い∴

Proqfof　Theorem　1も、・lt　iSi’easily　soen．　that　if　G　contains　r　edge－disjoint

・panni・g　t・ee・，　th・n　IEG（Sl，・．：・，Sm）1≧．（m二1）・’「h°ld㌫S°，　supP°se

l煕1，に・、ξ讐）！、≧咋．り∴輪・興ny　p・・Ii麺γ（9．〒、∪、5・・，、We、r

assume、むh破㊨・iS　edgeヂm揃mal．．That　is元∴．，　．・’．　・．、t　－　，　・：．

』’

黶?|二…¶一 ?dと（s・IL∴．，sa）　≡（パf）・』〆・一’∵∴∴

for　some．51ヅ1　tv・t）・．8悟with　m、、≧2ピ．If　ISz　l≧，2ミfbr、　some　i，、．we　can　apply

i・ndudtion．・to　：　G／Si　and，〈Si＞G．　Hencg了we・may　assume，that．1昂1＝1for，

1≦i≦，m．・T・his　．means・that．・一・1…　．・・’・・’㍑－・：・　　　．』’．・・犀

IE（G）1＝・r・1』：（lv（G＞1－－1），
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that　is，　V（G）is　r－criticaL　Let　S　be　any　nonempty　subset　of　V（G），　and

suppose　V（G）－S：＝｛Xl，…　　，Xk｝．　Let

Ti・一 o ぱ
他
5

fbr　1＜i〈k

for　i＝k＋1．

Then
IEG（5・，…，Sk＋、）1＝IE（G）－EG（3）1≧齢．

Hence

lEG（s）1≦lE（G）1一瓦r

　　　　　　＝r・（lV（G）1－1）－r・（lV（G）1－lSl）

　　　　　　＝r・（ISI－1）。

This　proves　that　every　nonempty　subset　of　V（G）is　r－sparse．　By　Theorem

2，we　can　decompose　E（G）into　r　fbrests．、Since　V（G）is　r－critical，　each

f（）rest　contains　IV（G）1－1edges．　This　means　that　it　is　a　tree．　This

completes　the　proof　of　Theorem　1．口
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