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Abstract．　R．　A．　Blumenthal　and　J．J．　Hebda　de丘ped　the　notion　of　an　Ehres－

mann　connection　for　a　foliation　on　a　manifold　without　boundary．　In　this　paper，

we　define　an　analogous　notion　for　a　foliation　on　a　manifold　with　bo皿dary　and

prove　some　results　related　to　it．

∠4M51991　Mathematics　Su～ワec£Classification．　Primary　57R30；

53C12．

Secondary

Key　woπds　andρhrases．　Ehresmann　connection，　rectangle，　open－rectangle，

strange　pair．

§1．Introduction．

　　R．A．　Blumenthal　and　J．J．　Hebda　de丘ned　the　notion　of　an　Ehresmann　con－

nection　fbr　a　fbliation　on　a　manifold　without　boundary　as　a　complementary

distribution　to　the　foliation　satisfying　a　certain　condition，　and　proved　some

results　related　to　it（cf．11】～［4］）．　In　this　paper，　we　de丘ne　an　analogous　notion

fbr　a　fbliation　on　a　manif（）1d　with　boundary　and　also　call　it　an　Ehresmann

connection（see§2）．　In§3，　we　investigate　some　properties　of　a　fbliation　admit－

ting　an　Ehresmann　connection．　For　example，　we　obtain　relations　between　the

fbliation　and　boundary　components　of　the　base　manifbld．　In§4，　we　obtain　sufL

ficient　conditions　for　the　orthogonal　complementary　distribution　of　a　foliation

on　a　Riemannian　manifold　with　boundary　to　be　an　Ehresma皿connection．

　　Throughout　this　paper，　unless　otherwise　mentioned，　we　assume　that「all

objects　are　smooth（0°°）and　all　manifblds　are　co皿ected　ones　with　bound－

ary，　Also，　we　identi」lr　a　fbliation　with　the　tangent　bundle　of　the　fblia七ion　and

conversely　an　integrable　distribution　with　the　foliation　whose　leaves　are　the

maximal　integral　manifolds　of　the　integrable　distribution．

§2．Rectangles．

　　Let　M　be　an　n－dimensional　manifbld　with　boundary∂M＝UBλ（disjoint
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ∈A

union），　where　Bλ（λ∈A）are　components　of∂M，　and　F　an　m－dimensional

fbliation　on　M（0＜m＜n）．　Denote　by．　Lξthe　leaf　of　F　through　x．　We

call　a　boundary　component　Bλwhere　F　is　tangential（resp．　transversa1）the

F－tangential　boundary　coMI）onent（resp．　F－t7「ansversal　boundary　component）．
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Let（U，φ＝（u1，…　　，un））be　a　fbliated　coordinate　neighbourhood，　that　is，　a　co－

・・dinat・n・ighb・U・h・・d・μ・h　th・t・a・h　l・af・fFl・i・giy・n　by｛φ一1（μ・，…，・n）

Ium＋i＝h＋1，・∴，un＝ら｝，　where　cm十1，…，cn　are　conStants　decided　by

the　lea£Then　we　call∫φ＝（μm＋1，…　，un）：σ→Rn－m　a　locαl　subntersion

corresp〔》nding　to（σ，φ）．　A：fbliated　coordinate　neighbourhood（σ，φ）‘is　said　to

be　distinguishe（1　ifφ（σ）＝（－1，1）n，（－1，1）n－1×［0，1）or【0，1）×（－1，1）n－1

and　there　exists　a　fbliated　coordinate　neighbourhood（σ，φ）withσ⊂σand

φ1σ＝φ，whereσis　the　closure　ofσin．M．　Let　D　be　a　complementary
distribution　to　F　satisfying　the　fbllowing　condition（＊）：D’　is　tα一ngent　to　eαcれ

」F－transversal　boun〔iaT　y　component．　Suqh　a　distribUtion　D　can｝）e　constructed

as　followS．　Let｛Bλ，｝λ，∈A’be　the　set　of　qll　F－transversal　boundary　compo－

nents，　VA’acollar　neighboUrhood　of　Bλ’（λ’∈A’）and　W／an　open　set　of　M

with　M－（uVA’λ’∈A’）uWand　W∩B・’＝の（λ’∈A’）・T・k・Riemannian　met“

rics　gλ’on　I久’such　that　F　is　orthogonal　to　Bλ，　with　respect　to　gλ’（λ’∈A’）

and　a　Riema血nian　metric　gw　on　W．　Let｛φλ，1λ’∈A’｝U｛φw｝be　a　partition

of　unity　subordinate　to　the　open　covering｛VA，1λ’∈A’｝∪｛W｝of　M．　Define

a　Riemannian　metric　9　on　M　by　’X＝・
ｰφλ’9λ’＋φw卿．　Let．F⊥be　the

　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ’∈A’

orthogonaユcomplementary　distributign　of　F　with　respect　to　g．　Thj　s　distribu－

tion　F⊥is．　a　desirable　distribution．　We　call　a　piecewise　smboth　curve　in　M

whose　velocity　vCctor　field　lies　in　F（resp・D）an　F－curve（resp・aD－curve），

where　a　pieceWise　smooth　Curve　is　a　piecewise　sn▲oo中map　from［0，11　tO．M．

L・tδ・［0，．1】ズ【0，1】→Mb・apieC・wi・e・m・・th、・m・p　S・・h　th・t，　f・；・vC・y

丘xed　80，　the　curveδ．8σ：．：≒δ（・，80）is　a　D－cuζvei　and，　fbr　ever）「fix（≧d．to，　the

gurve　6t，．：＝δ（£o，・）』is　an　F－’curve．　Such　a　piecewise　smooth　map　6　is　called　a

rectangle．　Also，　the　curvesδo．，δ1．，δ．o　andδ．1　are　called　the　initiα1　F－’edge，　the

／／ermiηal　F－e吻e，　the．initialρ一e！（lge　and　the　termiηal　D－edg（1．　ofδ，　respectiyel）r・

It　iS　easy　to　show　that　two　rectahgles　with　the　same　ih’i　tial　edges　coincide．　So

・the　ffollowing’notion　ean　be　defined．　We　call　the　rectangle　whose　initial　edges

’are　an　F：　¢urVe’ ｿand・a’D二curveβthe　reetangleαssociated　toα．andβ，　and

：denote　it　byδごβ．　Fro血the　above　condition（＊），．we　can．・prove　the　fbllowing

proposition　fbr・the　existence　of　a　rectangle　bアimitating　the　method　of　the
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proof　of　Proposition　2．1　and　2．2　in【7】．

Pmpositio皿2．1．　Letαandβbごall　F－curve　and　a　D－ctirve　with　a（0）＝β（0）・

Then
　　（i）　f・・a・u伍d・n砂・mal1　P・・itive　n・mberε・δ・1【。，。1β・x1’・t・・

　　（ii）　fo・a・面・i・ntly・mal1　P・・」輌・皿・mb・・ε・δ・β1【。，。】eX1’・t・・

　　Apair（α，β）in　Fig．2．2　shows　that　this　proposition　does　not　hold　without

the　condi七ion（＊）．

α

β

∂M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2．2．

Letαandβbe　an　F－curve　and　a　D－curve　withα（0）＝β（0）．　We　call　a

piecewise　smooth　mapδ：10，1】×［0，1）→Msuch　thatδllo，1］x［o，8、］is　the

rectangle　associated　toα1［o，8、］andβfbr　every　81ξ［0，1）the　F－open　rectαngle

associated　to　a　and　6，　and　a　piecewise　smooth　mapδ：10，1）×10，1］→Msuch

thatδ1［o，£、1×【o，1】is　the　r㏄tangle　associated　toαandβ1［o，司丘）r　every　tl∈［0，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　o

the　D－open　7・ectαngleαssociated－toαandβ・Denote　byδξβ（resp・δ£β）the

F－open（resp．　D－open）rectangle　associated　toαandβ・By　imitating　the

method　of　the　proof　of　Lemma　3．5　in［7】，　we　can　prove　the　fbllowing　lemma．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

L・mm・2・2・∬。』P－。（δξβ）・・（・）・xi・t・・f…ev・・y£∈［0，・］・th・・δ£β・xt・nd・

to砒e　rectangle　associated　to　a　and　6．

Proof．　De丘ne　a　mapδ：［0，1】×［0，1】→Mbyδ1【o，11×［o，1）＝δandδ（ち1）：＝

。聖。δ（t，　s）旬∈［0，1］・Fi・t・∈10，1】・T・k・adi・ti・g・i・h・d　f・li・t・d・o

ordinate　neighbourhood（σ，φ）aboutδ（to，1）．　Letε1　andε2　be　su伍ciently

smal1　positive　numbers　such　that　6t，．（［1一ε1，1D⊂σandδ．1＿ε、（（to一ε2，to十

・・））⊂σ・S・tN・一ゐ（5．・一。、（（t・一・・，t・＋・・））），　N・一万1（めand　7・－

fip　o　6．1＿ε、1［to，to＋ε2／2］．　Let　DN　be　a　1－dimensional　fCliation　on　N　de丘ned

by（Dlv）y：＝1）y∩Ty　N　fbr　y∈N．　Take　a　positive　numberεS　such　that

L2；，。）∩毎1（7（t））≠のf・・ev・・y・∈［・一・…】・nd・v・・y　t∈［・，・S］・N…

that　the　existence　ofεS　is　assured　by　the　condition（＊）in　the　case　where

δ（to，1）is　a　pOint　of　an　F－transversal　boundary　component．　De丘ne　a　continu－

・u・m・p6・1…］・［・，1］→MbyS（ち’8）・－L2；，（、．，、）．。、、）∩万1（7（・St））f・・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　ペ
（t，　s）・［°・1】・1°・1］・It　i・easy・t・・h・w　th・t　6・・ニδ（・一・・）・…1［，。，t。＋浮］f°「

every　8∈［0，1）．　Hence，．　fbr　every　t∈［0，1】，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　　　　　　　　6・・（t）一δ（ち1）一。埋。δ（‡，・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一。聖。5（t・＋ε2i▲古，（・一・・）＋・・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－a・（・・＋寧・

　　　　　だ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら

Th・・6・・1［、。，、。＋寧｜＝δ・h°lds・that　is，δ・1［、。，，。＋浮】is　a　D－cu「ve・Simi－

larly，　it　is　shown　thatδ．11｛£o＿εS’　，to］is　a　D－curve　fbr　a　su伍ciently　small　positive

numberε4．　Therefbre，　by　the　arbitrarity　of　to，6．1　is　a　D－curve．　By　Proposi－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ

tion　2ユ，　the　rectangleδassociated　toα一il［o，ε】andδ・1　exists　fbr　a　suficiently

small　positive　numberε．　It　is　clear　thatδ（t，8）＝δ（C，1一ε8）holds　fbr　every

（t，8）∈［0，1］×［0，1］．This　fact　implies　thatδis　a　piecewise　smooth　map，七hat

is，δis　the　rectangle　associated　toαandβ．　□

　　The　distribu七ion　D　is　called　an　Ehresmann　connection　fbr　F　if　fbr　every

F－curveαand　every　1）－curveβwithα（0）＝β（0），七he　rectangle　associa七ed　to

αandβexists．　For　an　Ehresmann　connection，　the　following　facts　are　shown

as　in　case　of∂M＝0．

　　（A）If　F　admits　an　Ehresmann　connection　D，　then　arbitrary　two　leaves　of

Fare　joined　by　a　D＿curve．

　　（B）If．F　admits　an　Ehresmann　connection，　then　the　universal　coverings　of

leaves　of　F　are　diffeomorphic　to　one　another．

　　（C）If　D　is　an　integrable　Ehresmann　connection　fbr　F，　then　there　exists　a

・・v・・ing　m・pπ・Lg・五9→M・u・h　th・tπ。（TLg）＝Fandπ。（T£ξ）－D，

where　Lξ（resp．　LξD）is　the　universal　covering　of　Lξ（resp．、Lξ）），π＊is　the

differential　ofπand　TLS（resp．丁尤ξ））is　a　fbliation　on£ξ×瑳）whose　leaves

are丘bres　of　the　natural　projection　of　Lξ×L圭）onto　LS）（resp．　L．F）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　Let（α，β）be　a　pair　of　an　F－curveαand　a　D－curveβsuch七hatδξβand

　o
δ£βexist　butδαβdoes　not　exist．　We　shall　call　such　a　pair　an　strange　pαir．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Th・n，　by　L・mm・2・2，　w・・ee　th・t。LilP－。（δ£β）・・（・）d…n・t・xi・t・H・・ce　th・

fbllowing　two　type　of　strange　pairs　are　considered：
　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

（1）b・th，』巴。（δ脇）・・（・）and、虹。（δ品）・・（t）d・n・t・xi・t・

　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

（II）．虹。（δ脇）・・（・）d・e・n・t・）gi・t　b・t、聖。（δ脇）・・（t）・xi・t・・

It　is　clear　that　there　does　not　exist　a　strange　pair　if　D　is　an　Ehresmann

connection．　Conversely，　we　can　prove　the丘）110wing　Proposition・
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Proposition　2．3．・if　D　is」10t　an　Ehresmann　connection，　then　there　exists　a

strange　pa1’r．

Proof．　Assume．that　D　is　not　an　Ehresmann　co皿ection．　Then　there　exists

apair（α，β）of　an　F－curveαand　a　D－curveβsuch　thatα（0）＝β（0）and
δ。βd・es　n・t・xi・t・S・t　s・・一・up｛・∈［0，i］iヨδ。1，。i’s，β｝and・t・・一・up｛t∈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
｛0，1】1ヨδ・1，。，。。1β［、。，，］｝・It　i・cl・a・th・tδ5，。，。。，131［。，t。1

the　other　hand，　from　Proposition　2．1

Therefore，（α1｛o，s。］，，（31［o，t。】）is　a　strange　pair・　□

　　　　　o
皿dδ3，。，。。1βk。，t。1・xi・t・0・

，we　see　thatδα1｛。，．。］fiIE。，t。1　does　not　eXist・

§3．Ehresmann　foliations・

　　Let　F　be　a　foliation　on　a　manifold　M　such　that　each　boundary　component

of．M　is　F－tangential　or　F－transversal，　and　D　a　complementary　distribution　to

Fsatisfying　the　condition（＊）in　the　previous　section．　In　the　sequel，　we　shall

call　a量）liation　admitting　an　Ehresmann　connection　an　Ehresmannプbliation．

From　the　fact（B）in　the　previous　section，　we　can　prove　the　fbllowing　result．

PropositiOn　3．1．　An　Ehresmann　f（）liation　is　tangential　to　aH　boundary　com－

po皿ents　or　transversal　to　all　ones．

ProOf．　Let　F　be　an　Ehresmann　foliation．　Suppose　that　there　exist　both　an．F－

tangential　boundary　component　B　and　an　F－transversa1　boundary　componen七
B’．Let　x∈Band　x’∈B’．　Since∂Lξ＝の（resp．∂L膓≠の），we　have∂LS＝0

（resp．∂Z多≠の）．　Hence£ξ学L多．　This　contradicts（B）．　This　completes　the

proo£　□

　　F（）r　an　Ehresmann　foliation　transversal　to　boundary，　the　f（）llowing　proposi－

tion　holds．

Proposition　3．2．　Let　F　be　an　Ehresmann　foliation　transversal　to　boundary．

Then　eac血leaf　of　F　meets　all　boundary　coinponents．

Proof．　Let　L　be　an　arbitrary　leaf　of　F　and．B　an　arbitrary　boundary　comp（＞

nent．　We　have　only　to　show　L∩B≠の．　Let　D　be　an　Ehresmann　connection

f（）rF．　Take　y∈B．　According　to　the　fact（A）in　the　previouS　section，　there

exists　a　D－curveβwithβ（0）∈Lξandβ（1）∈L・Letαbe　an　F－curve　with

α（0）＝β（0）andα（1）＝y．　Thenδαβ（1，1）∈L∩B．　Thus　L∩B≠の．　□

Especially，　we　can　obtain　the　f（）llowing　proposition．
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Proposition　3．3．　If　there　exists　aユーd∫mensjonal　Ehresmann五）liati’on－　on　a

manjfbld　M　transversal　to　boundary，　then　the　number　of　boundary　cOmp（戸

nents　of　ltf∫s　at　mOS古古Vγ0．

　　F（）rama　nifold．with　a　1－dimensiona1、　Ehresmanp、「foliation　transversal　to

’　boundary，　we’can　prove　the　fbllowing　two　theorems．

Theorem　3．4．　Let　M　be　a　manifold　Wi’th　twQ　boundary　components　B　and

B’．Assume　that　there　exists　a　1－dimensio皿al　Ehresmann　f（）liatio口Fon　M

transversal　to　boundary．　The皿

　　ωBand　B’are・diffe・m・rp力ic・to・ea（）h・other，

　　（ii）　M　is　home・m・rphic　t・B×10，1｜．　　　　・

Pm（’f，　According　to　Proposition　3．2，　each　leaf　of　F　intersects　with　B　and　B’

at　a　point．　Hence　we　have　M＝　U　Lξand、Li『竺10，1］（x∈B）．　Define　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x∈B

mapη：B→B’byη（勾＝Lξ∩B’fbr　x∈B．　It　is　easy　to　show　thatηis　a

di舐lomorphi　sm．　Thus　the　statement（i）is　shown．　Take　a　Riemannian　metric

goll　M．　Letαx（x∈B）be　a　regular　F－curve　withαx（0）＝x，αx（1）＝η（x）

and　l（αxl［o，t］）＝tl（α¢）fbr　every　t∈［0，1L　where　l（・）is　the　length　of　a　curve

・with　respect　to　9〔De丘ne　a　mapψ：B×10，1］→1M　byψ（x，　t）：＝αx（t）fbr

（x，t）∈B×［0，1】．　It　is　clear　thatψis　a　homeomorphism．　Thus　the　statement

（ii）is　shown．　□

Theorem　3．5．　Let　M　be　a　manifold　with　one　boundary　component　B．1f

「there　exists　a　1－dimensional　Ehresmann　f（）liation　F　on　M　transversal　to　bound－

ary，　then　M　is　h・mθ・mOrl）hic・t・B×［0，。。）・r　c・vered　d・ubly　by　B×［0，1】・

ProOf．　According　to　the　fact（B）in　the　previous　section　and　Proposition　3．2，

the　fbllowing　two　cases　are　considered：

　　　（i）each　leaf　of　F　intersects　with　B　at　one　point　and　hence　is　diffeomorphic

　　　　　　to　［0，00），

　　　（ii）』each　leaf　of　F　intersects　with　B　at　two　points　and　hence　is　diffeo－

　　　　　　morphic　to　lO，1］．

First　we　consider　the　case（i）．　Let　V　be　a　collar　neighbourhbod　of　B　sUch

that　Lξ～∠Vand　Lξ∩Vis　connected　fbr　every　x∈B，　and　W　an　open　set

of．M　such　that　M』＝VUW．and　W∩B＝の．　Since　VV　is　a　mani丘）ld　without

．boundary，　there　exiSts　a　complete　Riemannian　nietric　gw　on　W．　Let　gγbe

qRiemannian　metric　on　V　and｛φv，φw｝apartition　of　unity　subordinate

to『i）［rt　oppn　coVering｛V，　W｝of　M：Define　a　Riemanniah　metriC　’g’　on　M　by

9：＝φv9γ』十φw9W．　Since　g≡9W　on　M＼Vl　gw　is　complete，　Lξ¢Vand

L9∩Vis　connected（x．∈B），　we　see　that　the　length　of　Lξ（x∈B）with

respect　to　g　is　in丘nite．・Letα¢：［0，00）→Lξ（x∈B）．　be　a　smooth　map　with

αx（0）＝xand　l（αx　1［o，t】）＝tfbr　t∈［0，00），　where　l（・）is　the　length　of　a　curve
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・with　respect　to　g．　Define　a　mapψ：B×［0，00）→Mbyψ（x，t）：＝αx（t）

fbr　every（x，り∈B×［0，00）．　It　is　clear　thatψis　a　homeomorphism．　Thus

．M　is　homeomorphic　to　B×［0，00）．　Next　we　consider　the　case（ii）．　Take　a

Riemannian　metric　g’on　M．　Letα；：［0，1｝→M（x∈．B）be　a　regular　F－curve

withα’（0）＝x，α5（1）∈Band　7（αi　l［o，司）＝甜（αS）f（）r　every　t∈10，1］．　Define

amapψ’：B×［0，1］→Mbyψ’（x，　t）：＝αa（t）fbr（x，t）∈B×［0，1］，　where　7（・）

is　the　length　of　a　curve・with　respect　to　g’．　It　is　clear　thatψ’is　a（topological）

double　covering　of、B×［0，1］onto　M（c£Fig．3．1）．　口

B×［0，11

［o，1】 　ψ’
M

xαL（1）
B

β

Fig．3．1．

　　Here　we　shall　give　an　example　of　a　1－dimensional　Ehresmann　fbliation　as

the　case（ii）in　the　proof　of　Theorem　3．5．

　　Example．　Let　F　be　a　f（）lia七ion　on　an　annulus　Si×［0，1］whose　leaves　are

fibres　of　the　natural　projec七ion　of　S1×［0，1］onもo　Sl　and　ip　a　diffeomorphism　of

S1×［0，1】defined　byφ（z，　t）：ニ（－z，1－t），　where　we　regard　SI　as　a　unit　circle

in　a　complex　plane．　It　is　clear七hatφis　involu七ive　and　preserves　F．　Denote

by＜φ＞the　cyclic　group　generated　byφ．　Then　we　see　that　a　fbliation　on

the　orbit　space　M：＝Sl×［0，11／〈φ＞induced　from　F　is　a　1－dimensional

Ehresmann　fbliation　as　the　case（ii）in　the　proof　of　Theorem　3．5．　Here　note

that　M　is　homeomorphic　to　a　M∂bius　band．

　　Denote　by∂F　a　fbliation　on∂M　induced　from　F　and∂1）adistribution

on∂M　induced加m　D．　The　fbllowing　lemma　is　directly　deduced　from　the

definition　of　an　Ehresmann　connection．

Lemma　3．6．　Assume　that　D　is　an　Ehresmann　connection　f（）r　F．　Then∂D

is　an　Ehresmann　connection　for∂F　on　each　boundary　component．

　　R）rthe　existences　of　a　codimension－1　Ehresmann　foliation　transversal　to

boundary　and　a　codimension－2　Ehresmann　foliation　tangential　tq　boundary，

we　can　prove　the　fbllowing　theorem．
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Theorem　3．7．ω1f　M　is　compact　and　the血ndamental　groupπ1（M）js
finite，　then　there・d・es皿・t．・eXist　a・c・dime皿sion－1　Ehresmann　f・liati・n・n　M

transversal　to　boundary．

　　ω∬Mp・⑤seses　a　c・mpact　b・皿da・y　oomp・nent　B・Wi’th面tθfU皿damen－

ta1　gr・up，　then　there　d・・皿・t　exf・t　a　c・d畑en・∫・皿一ヱEhresman皿碗a施n・n

Mtransversal　tQ　bou皿dary　and　a　codjmells∫on－2　Ehresmann五）1iation　o口M

tangential　to　boundary．

Pr（）（’f，　First　we　sha皿prove　the　statement（i）．　Suppose　that　there　exists　a

codimension－1　Ehresmann丘）liation　F　on　M　transversal　to　boundaエy．　Let　D

be　an　Ehresmann　connection　fbr　F．　According　to　the　f反t（C）in　the　previous

section，　the　universal　cove血g　ofハイis　diffeomorphic　to£ξ×Lξ）（（z∈M）．

Since　Lξ）is　a　1－dimensional　manifbld　without　boundary，　we　have　L㌘or．R．

Hence　the　universal　covering　of　M　is　non－compact．　This　contradicts　the　fact

that　M　is　compact　andπ1（M）is丘nite．　There丘）re，　there　does　not　exist　a

codimension－1　Ehresmann　f（）1iation　on　M　transversal　to　boundary．

　　Next　we　shall　prove　the　Statement（ii）．　Suppose　that　there　exists　a　co－

dimension－1　Ehresmann　fbliation　F．on　M　transversal　to　boundary．　Let　D

be　an　Ehresmann　connection　fbr　F．　According　to　Lemma　3．6，　the　restriction

∂DIB　of∂D　to　B　is　an　Ehresmann　connection　fbr∂FlB．　Hence，　the　universal

，・v・・i・g・fBi・diffe・m・・phi・t・L2Fl・×L2Dl・（・・　L2Fi・×R）（・∈B），　th・t

is，　non－compact．　This　contradicts　the　fact　that　B　is　compact　andπ1（B）is

firiite．　Therefbre，　there　does　not　exist　a　codimension－1　Ehresmann丘》1iation

on　M　transversal　to　boundary．　Similarly，　it　is　shown　that　there　does　not　exist

acodimension－2　Ehresmann　fbliation　on．M　tangential　to　boundary．□

　　§4．Su伍cient　conditions　to　be　an　Ehresmann　connection・

　　Let　F　be　a　foliation　on　a　．Riemannian　manifold（M，　g）tangential（or廿ans－

versa1）to　boundary．　Assume　that　F　is　orthogonal　to　boundary　in　the　case

where　F　is七ransversal　to．　boundary．　Hence　the　orthogonal　complementary

distribution　F⊥of　F　satisfies　the　condition（＊）in§2．　Letα（resp．　β）be

an　F－curve（resp．　an　F⊥－curve）．　Denote　by　Rec（α，・）the　set　of　all　r㏄t－

angles　whose　initial　F－edge　isαand　initial　F⊥－edge　is　a　regular　curve，　and

Rec（・，β）the　set　of　all　rectangles　whose　initial　F⊥－edge　isβand　initial　F－edge

i・a・eg・1・－v・・　D・fi・・a血…i・n・GS・n・Rec（α，・）b・G；（δ）・－ll…1；品・

δ・Rec（alう，・血…i・nGZ・nR・c（・，β）by・GE（δ）・－li；…］f・・δ・Rec（・・β），

wh・・e　l（・）i・th・1・ngth・f・・u・v・・with・e・pect　t・9・N・t・th・t　G5＝lf・・

every　F⊥－curveβin　the　case　where　F　is　totally　geodesic，　and　Gま＝’1fbr

every　F－curveαin　the　case　whete　g　is　bundlelike　for．F．　Now　we　shall　obtain

suMcient　conditions　f（）r　F⊥to　be　an　Ehresmann　connection．
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Theorem　4．1．　Let　F　be　a五）1ja施n　on　a　R∫emannjan　man∫五）1d（M，9）tan－

gential・r・r伽9・皿a1施b・un晦ダAssume・that　the・f・11・吻g　c・nditi・・sω

and（iil二）hold：

　　（i）　the　induced　Rt’emannian　metrics　on　leaves　of　F　are　complete，

　　（fりsup　GZ＜60　f（）r　every　F⊥－curveβ・

Then　F⊥is　an　Ehresmann　connectionl

ProOf．　Suppose　that　F⊥is　not　an　Ehresmann　connection．　Then，㏄cording　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
Proposition　2．3，　there　exists　a　strange　pair（α，β）．　Since　81i｛こo（δ品）1．（s）does

　　　　　　　　　　　　　　　　e
・・t・xi・t，。』巴。1（（δ£β）・・1｛・，・］）一。。　i・d・duced　fr・m　the　c・mpl・t・n・ss・fth・in－

duced　Ri・m・n・ian　m・t・i・・n　L最・）・H・nce　w・・bt・i・。』巴。GE（δ・1，。，。1β）一。。・

This　contradicts　the　condition（ii）．　Therefbre，　F⊥is　an　Ehresmann　connec－

tion．　□

　　We　prepare　the　following　lemma　to　obtain　another　suficient　condition．

L・emma　4・2・Let（α，β）‘be．a　strange　pair　of　type（珂・There　exist　seq　ue皿ces

｛tn｝and｛sn｝∫η［0，1）such　that　lim　tn＝1，　lim　sn＝1and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－→◎O　　　　　　　　　n→OO
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
無G占。，、。，。。，β1【。，，。，）、．（δξβ1［t。，1］・【・，s。］）一…

P・・Of．　Fo・simpli・i・y，　d・n…δ畠（・e・p．δ嵩）byδ£（・e・p．δ＆⊥）．　S・・x。・－

　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く）

、聖。δξ⊥（t）・D・n…by・d・h・di・・ance舳…｝・n　gi・・n　byg・Since。聖。δf（・）

does　not　exist，　there　existε　＞　O　and　a　sequence　｛sn｝　in　［Oil）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
lim　sn＝1and　d（xo，δf（sn））〉ε．　Take　a　sequence｛tn｝in［0，1）such　that

n→OO
　　　　　　o
d（xo，δF⊥ itn，1））＜去and　l（βll¢n，1］）＜i．　Furthermore，　take　a　subsequence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　o
｛・；｝・f｛・。｝・u・hth・t　d（δF⊥（tn，・a），δF⊥（tn，1））＜E．　Th・n　w・hav・

　　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く）　　　　　　　　　　　　　o

I（δF。“1【tn，1］）≧d（δF（tn，s；），δF（1，sa））

　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　≧d（x・，δF（1，・；））Td（x・，δF（tn，・A））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　＞・－d（x。，δF⊥（t。，・1））－d（δF⊥（t。，1），δF⊥（tn，・L））

　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　＞ε一一　（c£Fig．4．1）

　　　　　　　　　　　　　　　n
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and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
工G占。・、。，。；，1β］【。，、。］）・・（δ£・1［・・，・］・［…“］）

　
　oo＝勾

η

D
ユ玩h

2
π

β《

㎏㎞噸ヨ．
ε

1
一
π

　　

@　
江　

　
　
　
1
π

1
π

＝

〉
一

　　o
I（δξ’1［tn，1ユ）

Thus｛tn｝and｛sL｝are　desired　sequences．　⊂］

　eδP⊥ itn，1）

　り
δF（tn，3；）

β

　e
δF（1，sA）

Fig．4．1．

　　Letαbe　a　piecewise　smooth　map　from［0，1）to　M　whose　velocity　vector

field　lies　in　F．　We　cal1　such　a　curve　a　an　F－curve　without　the　termina1　point．

Theorem　4．3．　Let　F　be　a　foliatio皿on　a　Riemannian　manif（）1d（．M，　g）tan－

gentia1・r・r砒・9・na1古・b・unda・’y．　Assume　that　the・f・11・w」ng　c・nd∫施nsω

and（fj、）hold：

　　（り（M，9）js　complete，

ω。認）・・pGま1国く・・f・r　eve「y　F’cu「ve　a　w’輌the　te「mfna1P°’nt・

The皿、F⊥iS　an　EhreSmann　COnneCtiOn．

Proof．　Suppose　that　F⊥is　no七an　Ehresmann　connec七ion．　Then，　according　to

Proposit’ion　2．3，　there　exists　a　strange　pair（α，β）．　Suppose　that（α，β）is　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
・yp・（1）・Th・・、聖♂（（δ話）・・i［・，t］）一・・i・d・duced　f・・m・he　c・m・1…ness・f
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（M，9）・H・nce　w・・btai・　，Yp－。GS（δ・β1・・1・1）一。。・T・k・an　F－cu「ve　a　wi‘h－

・ut　th・t6・mi・al・P・i・t・u・h　th・t・6fl【・，。。1＝αf・…∈10，1）・Th・n　w・・bt・i・

。2V，P，）・・pGま1・・司≧・upGS＝°°・This　c°nt「adicts　the　c°nd’t’°n（ii）・The　

fbre，（α，β）is　not　of　type（1）．　Next　suppose　that（α，β）is、of　type（II）．　Then，

㏄cording　to、　Lemma　4．2，　there　exist　sequences｛tn｝and｛sn｝in［0，1）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
無・・・，識・・．－1and蕊G占。、、。，。。1，、【。，、。，）・・（δξ・kt，，・・］一）・＝°°・

This　fact　deduces

sup　sup　G⊥。　　　　＝oO；This　contradicts　the　condition（ii）．　Therefbre，
・∈｛0，1）　（δ£β）・4｛・，・】

（α，β）is　not　of　type（II）．　Namely，（α，β）is　not　a　strange　pair・Thus　a　contra－

diction　results．　There丘）re，　F⊥is　an　Ehresmann　connection．□

Remark．　R）r　a　fbliation　on　a　Riemannian　mani長）1d　without　boundary，　results

analogous　to　Theorem　4．1，4．3　have　been　already　shown　in［71．

　　Now　we　illustrate　that　neither　cOnditiOn（i）nor（ii）in　Theorem　4．1　and　4．3

is　dispensable，　Foliations　on　a　half－disk　as　in　Fig．4．2　imply　that　the　cOndition

（i）is　indispensable．　Also，　a　fbliation　gn、a　half－plane　as　in　Fig．馳4．3－（i）and　a

fbliation　on・a　complete　Riemannian　submanifbld　of　an　Euclidean　plane　as　in

Fig．4．3－（ii）imply　that　the　condition（ii）is　indispensable．

）
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Fig．4．2
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